Viies peatiikk
JAIGA KEHA MEHAANIKA

§ 34. JAIGA KEHA LIIKUMINE!

Sissejuhatuses tutvusime jdiga keha liikumise kahe pohivor-
miga — kulglitkumise ja podrlemisega.

Kulgliikumisel saavad koik keha punktid sama aja jooksul
vordse ning samasuunalise nihke, mistottu kdikide punktide kii-
rus ja kiirendus on igal ajahetkel iihesugune. Seepdrast piisab
kogu keha liikumise téielikuks iseloomustamiseks selle keha iihe
punkti (nditeks tema inertsikeskme) liikumise méiadramisest.

Poodrlemisel liiguvad jdiga keha koik punktid modda ring-
jooni, nende ringjoonte tsentrid asetsevad iihel sirgel, mida nime-
tatakse poorlemisteljeks. Pooérdliikumise kirjeldamiseks peab
midrama poorlemistelje asendi ruumis ning keha nurkkiiruse
igal ajahetkel.

Selgub, et keha igasugust liikumist voib vaadelda kui iilal-
nimetatud kahe liikumisvormi summat. Toestame seda tasa-
pinnalise litkumise korral, s.o. juhul, kus keha k&ik punktid
liiguvad paralleelsetes tasapindades. Tasapinnalise liikumise néi-
teks voib olla silindri veeremine mo6da tasapinda (joon. 82).

Jédiga keha suvalist {ileminekut asendist / asendisse 2 (joon.
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Joon. 82

1 Peale § 45 peetakse selles peatiikis koikjal silmas absoluutselt jdika
keha.
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83) voib kujutada kui kahe iilemineku summat: kulgliikumist
asendist I asendisse I’ v5i 1” ning seejdrel po6rdumist telje O’
vdi O” iimber. Ilmselt on niisuguseid liijkumise lahutamise voima-
fusi kulglitkumiseks ja poorlemiseks loendamatu hulk, kuid igal
juhul toimub podrdumine ithe ja sama nurga ¢ vorra.

Vastavalt eespool 6eldule voib keha mingi punkti elementaar-
nihke ds lahutada kaheks nihkeks — «kulgnihe» dsp ja «poord-
nihe» dsp:

ds=ds;-}-dsp,

kusjuures dsp on keha koikide punktide puhul sama.

Niisugust nihke ds lahutamist voib teostada mitmel wiisil,
kusjuures pooérdnihe dsp teostub igal juhul keha pddrdumisega
sama nurga de vorra (kuid erinevate telgede suhtes), dsp ja
dsp aga osutuvad erinevateks.

Jaganud ds vastava ajavahemikuga df, saame punkti kiiruse v:

ds dsp_ | dsp

V=4 T Tar T a

kus vo on keha koikide punktide jaoks iithesugune kulgliikumise

kiirus ning v’ poodrlemisest tingitud kiirus, mis on keha eri punk-
tide jaoks erinev. ' ‘

Seega saab jdiga keha tasapinnalist liikumist kujutada kahe
liilkumise summana: need on kulgliikumine kiirusega v, ja pdor-
lemine nurkkiirusega o (joonisel 82 on vektor o risti joonise
tasapinnaga ning suunatud joonise taha). Selliselt voib liitlii-
kumist kujutada mitmel viisil, mis kdik erinevad v, ja v/ viir-
tuste poolest, kuid vastavad alati samale nurkkiirusele o. N#i-
teks v6ib tasapinda modda libisemiseta veereva silindri liitkumist
(joon. 82) kujutada kui kulgliikumist kiirusega v, ja samaaeg-
set poorlemist nurkkiirusega o fimber telje O, voi kulgliikumist
kiirusega v:)’=,2v0 ja podrlemist sama nurkkiirusega ® iimber
telje O” voi kui ainult pdorlemist ikka sama nurkkiirusega
iimber telje O’. :

Nimetanud litkumatuks selle taustsiisteemi, mille suhtes jdiga
keha (liitliikumist vaatleme, vBime keha liikumist kujutada kui
poorlemist nurkkiirusega o taustsiisteemis, mis on selle liiku-
matu taustsiisteemi suhtes kulgliikumises kiirusega vo.

Joonkiirus v/, millega jdiga keha pdodrlemisest tingitult liigub
selle keha punkt raadiusvektoriga r, on (joon. 84)

=vo+Vv/,

v =[ar].

Jarelikult saab selle punkti kiiruse keha liitliikumisel esitada

kujul

v=vo+}[or]. . (34.])

On selliseid punkte (need vdivad asuda kas keha sees vdi
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Joon. 85 Joon. 86

Joon. 84

viljaspool keha), mis, vdttes osa mblemast, nii kulg- ja poord-
liikumisest, jadvad litkumatuks. Toepoolest, antud vo ja o puhul
voib alati leida niisuguse r, et avaldis (34.1) saab vordseks nul-
liga. Olgu kulgliikumises oleva taustsiisteemi kiirus antud het-
kel vo (joon. 85). Keha poorleb selles sitsteemis noolega ndidatud
suunas nurkkiirusega o. Poorlemisest tingitud joonkiirus v/ on
eri punktide jaoks kujutatud joonisel. Punkti O’ puhul on kiiru-
sed vo ja v/ suuruse poolest vordsed ning suuna poolest vastu-
pidised. Jirelikult on selle punkti kiirus litkumatu taustsiisteemi
suhtes null.

Kui on olemas kas vdi iiksainus raadiusvektor r, mis vekto-
riliselt korrutatuna nurkkiirusega o annab vektori —ve, siis lei-
dub veel mitu vektorit, mille vektorkorrutised nurkkiirusega
annavad sama tulemuse; vektori @ vektorkorrutised igaiihega joo-
nisel 86 kujutatud vektoritest on sama suuruse ja suunaga. Punk-
tid, mis on méiratud nende raadiusvektoritega, on antud hetkel
liitkumatud. Need punktid, nagu néha jooniselt, asetsevad ithel
sirgel ja moodustavad- nondanimetatud podérlemise hetk-
telje. Poorlemise hetkielje asend liikumatu taustsiisteemi ning
ka keha enese suhtes iildjuhul muutub ajaga. Veereva silindri
korral (joon. 82) iihtib hetktelg O’ silindri ja tasapinna puute-
joonega. Silindri veeremisel nihkub see hetktelg nii moodda tasa-
pinda, s.o. liikumatu taustsiisteemi suhtes, kui ka modda silindri

inda.

d Keha kdikide punktide kiirusi igal ajahetkel voib pidada tin-
gituks poorlemisest vastava hetktelje fimber. Jarelikult voib
jiiga keha tasapinnalist liikkumist vaadelda kui tervet rida jér-
jestikku toimuvaid elementaarpoorlemisi hetktelgede iimber.

Uldjuhul voib iga liikumist (mitte ainult tasapinnalist) kuju-
tada kui poorlemist iimber hetktelje ning samaaegset nihkumist
piki seda telge.
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§ 35. JAIGA KEHA INERTSIKESKME LIIKUMINE

Jaganud keha elementaarosadeks igafiks massiga Am;, vOib
seda keha kujutada kui ainepunktidest koosnevat siisteemi, milles
nende punktide vastastikune asetus jdib muutumatuks. Igaiihele
ainepunktidest voivad mdjuda nii sisejoud, mis on tingitud selle
punkti interaktsioonist vaadeldava keha teiste ainepunktidega, kui
ka vilisjoud. Niiteks kui keha asub Maa raskusviljas, mojub
igale ainepunktile massiga Am; vilisjdud Am.g.

Kirjutame iga ainepunkti kohta Newtoni teise seaduse

Amiwi=:fi—l—Fi, (351)

kus f; on koikide antud punktile ra=kenda-tud sisejoudude resul-
tant, F; aga sellele punktile rakendatud vélisjoudude resultant.
Liites keha koikide elementaarosade kohta kirjutatud vorrandid

(35.1), saame: .

Kuid koikide antud siisteemis mojuvate sisejoudude summa
on null. Seepérast lihtsustub vorrand (35.2) kujule

> Amw;= 3] F;, (35.3)

kus vorrandi parem pool on kdikide kehale mdjuvate vilisjoudude
resultant. Varrandi (35.3) vasakul poolel oleva summa voib asen-
dada keha massi m ja tema inertsikeskme kiirenduse . korru-
tisega. Toepoolest, inertsikeskme raadiusvektor on selle definit-
siooni kohaselt (vt. 23.1))

. ZA m;rq
_——————m .

I'e

Diferentseerinud seost kaks korda aja jargi ning arvestanud, et
f.=w, ja r;=w;, voime kirjutada:

mwc=2 Amiwi. (354)
Seega
mwe= 3 F, (35.5)

kust jareldub, et jdiga keha inertsikese liigub nii, nagu liiguks
koikide antud kehale rakendatud j6udude mojul ainepunkt, mille
mass on virdne selle keha massiga.

Vorrand (35.5) voimaldab mddrata jdiga keha inertsikeskme
liikkumise, kui on teada selle keha mass ja temale mojuvad joud.
Kulgliikumise korral m#drab vorrand niihdsti inertsikeskme kui
ka keha iga punkti kiirenduse. '
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§ 36. JAIGA KEHA POORLEMINE. JOUMOMENT

Et selgusele jouda, mis médrab keha poorlemise liikumatu
telje suhtes, vaatleme jargmist katset. Votame ristmiku, s.o.
ristikujulise keha, mille otstes on vordse massiga m koormused
(joon. 87). Risti keskele on kinnitatud astmeline rihmaratas.
Ristmiku koos rihmarattaga asetame horisontaalsele teljele ning
-jélgime, et hoordumine pdorlemisel iimber telje oleks tdhtsusetult
véike.

Kinnitame niidi otsa rihmaratta iihele astmele, mihime niidi
iimber ratta ning, asetanud niidi vaba otsa iile horisontaalsel
teljel oleva plokiratta, riputame selle otsa koormuse P. Kui
vabastada koormus P, hakkab ristmik p&orlema jirjest suureneva
nurkkiirusega o, kusjuures po6rlemine on ithtlaselt kiirenev.

Muutes koormust P, ratta raadiust !, ristmikule kinnitatud
koormuste massi m ning nende kaugust podrlemisteljest R,
uurime, kuidas need faktorid mdjutavad nurkkiirendust g. Nii-
suguse uurimise tulemusena selgub, et nurkkiirendus g

1) on vordeline niidi pingusega f ja ratta raadiusega ;

2) poordvordeline koormuste massidega m ja nende kauguse
R ruuduga poorlemisteljest.

Jérelikult s6ltub péorlemise kiirendus peale kehale mojuva
jou f veel pédrlemistelje ja jou mdjusirge vahelisest kaugusest L
Korrutis fI annab nn. joumomendi podrlemistelje suhtes.

Katsest selgub samuti, et nurkkiirendust mdjutab nii podrleva
keha mass kui ka massi jaotus pdéodrlemistelje suhtes. Suurust,
mis arvestab mdlemat asjaolu, nimetatakse keha inertsimo-
mendiks poorlemistelje suhtes.

Seega tuleb poordlilkumise uurimisel vaadelda kaht uut fitii-
sikalist suurust — jGumomenti ja inertsitnomenti.

Alustame joumomendi mbdiste selgitamisest. Inertsimomenti
kasitleme jdrgmistes paragrahvides.

Joumoment punkti suhtes. J6u f momendiks antud punkti O
suhtes nimetatakse vektorilist suurust M, mille médrab avaldis

M= [rf], (36.1)

kus r on punktist O jou rakenduspunkti tommatud raadiusvektor.
Seda definitsiooni selgitava joonise 88 puhul on eeldatud, et
punkt O, mille suhtes moment médratakse, ja jouvektor f asuvad
joonise tasapinnas. Siis on ka vektor r samas tasapinnas, vektor
M aga risti joonise tasapinnaga ning suunatud joonise taha. Vek-
torit M kujutab ringike ristiga sees.t ‘

t Edaspidi kujutame joonise tasapinnaga risti olevaid vektoreid ringi-
kestega, mille sees on rist, kui vektor on suunatud joonise taha, vdi punkt,
kui vektor on suunatud meie poole. Et asi piltlikum oleks, kujutleme vektorit
noolena, mille otsikuks on koonus ning sabaks ristuvad juhtpinnad. Kui vektor
on suunatud (nool lendab) meie poole, ndeme ringikest punktiga keskel, kui
aga vektor on suunatud (nool lendab) meist eemale, paistab meile ringike
ristiga sees.
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Definitsioonist (35.1) jdreldub, et M on aksiaalvektor.
Tema suund on valitud nii, et péorlemine punkti O iimber jou
suunas ja vektor M on seotud kruvireegli jargi.

Vektori M moodul
M=rfsin a=If, (36.2)

kus o on vektorite r ja f vaheline nurk, /=rsina punktist O
jou mojusirgele tommatud ristléigu pikkus (vt. joon. 88). Seda
pikkust nimetatakse jou 6laks punkti O suhtes.

Joumomendi ja selle mooduli valemitele (36.1) ja (36.2) voib
anda teise kuju. Selleks lahutame jouvektori f kaheks komponen-
diks, millest i, on kollineaarne vektoriga r ning f. sellega risti
(joon. 89). Kui kujutleda ringjoont raadiusega r ning tseniriga
punktis O, siis komponent f. on suunatud modda ringjoone puu-
tujat. Asendame valemis (36.1) vektori f summaga f,-f. ning
kasutame vektorkorrutise distributiivsuseomadust:

M=[ri] =[r, (}+F)]=[r, &:]+[r, ] ‘

Esimene korrutis on vdrdne nulliga,

sest vektorid r ja f, on kollineaarsed. Jére- \\
likult avaldub joumoment punkti suhtes M [ \
kujul: 7 |f"
M=[r, f]. (36.3) // a
Kuna vektorid r ja f. on omavahel 7 Sulait
risti, siis vektori M moodul T
Joon. 89

M=rf.. (36.4)

Vektorkorrutise distributiivsusest jdreldub, et {ihes punktis
rakendatud jdudude summa moment vordub liidetavate joudude
momentide summaga:

M=[rf] = [r, (ht+h+...)]=[rh]+[rE]+... =
=M;+M+. .. (36.5)
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Joupaari moment. Joupaariks nimetatakse kahte suuru-
selt vordset ning suunalt vastupidist joudu, mille mojusirged ei
fihti (joon. 90). Joudude mojusirgete vahelist kaugust ! nimeta-
takse joupaari 6laks. Toestame, et joupaari moment mis-
tahes punkti suhtes on sama. Vdtame esialgu punkti, mis asub
joudude tasapinnas (vt. joon. 90). Téahistame joudude f; ja f,
tihesuguse mooduli tdhega f. Jou f; moment on fl; ning suunatud
meie poole, jou i, moment on fl, ning suunatud joonise taha.
Summaarne moment on suunatud joonise taha ning on vordne

M=fly— fly=4f (I, — 1}) =fL.

Saadud avaldis ei soltu punkti O asukohast joudude mdjusirge-
tega maéadratud tasapinnas.

Niiiid valime punkti O tidiesti suvaliselt (joon. 91). Témbame
sellest punktist raadiusvektorid ry ja rp joudude f; ja f, raken-
duspunktidesse. Jou f; rakenduspunktist tombame jou f, raken-
duspunkti raadiusvektori ri. Ilmselt :

=TT, (36.6)
Joudude f; ja fy summaarne moment
. M= [r1f1] + [l'zfz] .

Asendanud r; avaldisest (36.6) ming kasutanud vektorkorru-
tise distributiivsuseomadust, véime kirjutada:

M= [rifi] 4+ [ (rif-rie) fo] = [rafi ] [rife] 4 [reefe].

Kuna fy=—*5, siis kaks esimest korrutist on vordsed ja vastand-
maérgilised ning 16plikuit

Mz[rizfz];
Seega on joupaari moment risti jdudude méjusirgetega maa-
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ratud tasapinnaga (joon. 92) ning arvuliselt vordne jou mooduli
ja joupaari ola korrutisega. .

Joumoment telje suhtes. Kui keha saab suvalisel viisil po6-
relda punkti O {imber, siis ta péordub jou f mdjul telje {imber,
mis on risti joudu f ja punkti O sisaldava tasapinnaga, s.o. nii-
suguse telje timber, mis iihtib antud punkti suhtes méiratud jou-
momendi suunaga. Momendi suurus iseloomustab jou voimet
poorata keha selle telje iimber. ‘ :

Kui keha saab poorelda ainult teatud fikseeritud telje iimber,
siis iseloomustatakse jou voimet niisugust podrlemist esile kut-
suda joumomendiga telje suhtes.

Et selgitada, mis on jou f moment telje suhtes, leiame jou-
momendi punkti O suhtes ning joonestame selle momendi vektori
M punktist O. (joonisel 93 oletatakse, et vektorid f, r ja M ei
asu joonise tasapinnas). Tombame ldbi punkti O telje, tdhistame
selle tihega z ning lahutame vektori M kaheks komponendiks,
millest M. on teljega paralleelne! ning M sellega risti.

Joumomendiks telje suhtes nimetatakse teljel asuva punkti O
suhtes mdidratud joumomendi z-teljega paralleelset komponenti.
Téhistanud jdoumomendi telje suhtes M,, voime kirjutada:

Antud M korral sdltuvad vektori M, suurus ja suund telje 2
valikust. Kui telg z iihtib vektori M suunaga, siis on M, vdrdne
vektoriga M, kui telg z on risti vektoriga M, siis M,=0.

Vektori M, avaldise (36.7) voib teha néitlikumaks. Selleks

f
z
M
M, p
Z
M M,
NS o
! 0
f
Joon. 92 " Joon. 93

* Komponenti M, peab eristama vektori M projektsioonist teljel z, mida
tihistatakse siimboliga M. M. on vektor, M; aga skalaarne suurus; nende
vahel valitseb lihtne seos: M,=e,M,, kus e, on telje z ihikvektor (seda ithik-
vektorit tihistatakse ka siimboliga k; vt. valemit (2.8)).
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esitame raadiusvektoyi r kahe komponendi summana, millest r, on
teljega paralleelne ning R sellega risti (joon. 94). Siis vdib jou-
momendi telje z suhtes avaldada jargmisel kujul:

M= [ril,=[(r:4+R), f].=[r,, f],+ [Ri]..

Kuid vektor [r, f] on risti teljega z, jérelikult on selle vektori
teljesuunaline komponent null. Seepirast saame valemi

Niilid esitame jouvektori f kolme komponendi summana, mil-
lest f” on paralleelne teljega 2, fa kollineaarne vektoriga R ning

1opuks f. risti tasapinnaga, milles asuvad telg z ja vektor R.
Joonisel 94 on see komponent kujutatud ringikesena, mille sees
on rist. Kui kujutada endale ringjoont raadiusega R ning tsent-
riga teljel 2, siis jou komponent f, on suunatud médda selle ring-

joone puutujat. Asendame avaldises (36.8) vektori f iilalloetletud
komponentide summaga:

= [Ril;=[R, (f, +fatt)].=
= [R’ f” ]Z+[R, fR]z‘l“"[R, fr] Z

Vaatleme kdiki kolme liiget eraldi. Vektor [R, f, 1 on risti

teljega 2, seeparast on selle vektori teljesuunaline komponent
vordne nulliga. Vektor [R,fr] on ise vordne nulliga, sest teda
moodustavad tegurid on kollineaarsed. Jirelikult on esimesed
kaks liiget vordsed nulliga. Vektor [R,f] on paralleelne tel-
jega z (teda moodustavad tegurid on mélemad risti selle teljega)
mistottu selle vektori teljesuunaline komponent on vordne tema
enesega: [R,f:],=[R, .]. Nii saame valemi :
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M.=[R, i.]. (36.9)

Vektorid R ja f, on omavahel risti. Seega on vektori M,
moodul
|M;| =Rf..t (36.10)

Suurust R nimetatakse jou f. 6laks telje z suhtes.

Avaldisest (36.9) saab jireldada, et moment M, iseloomustab
jou f voimet podrata keha, millele ta on rakendatud, {imber telje
z. Toepoolest, komponendid f, ja fr el saa kutsuda esile pdor-

lemist iimber telje 2. Jdrelikult kutsub vaadeldava pddrde esile
ainult komponent f, ning selle komponendi mdju on seda suurem,
mida suurem on tema olg R.

Ka telje suhtes midiratud momendi puhul kehtib seos (36.5),
s.0. resultandi moment on vordne liidetavate joudude momentide
summaga sama telje suhtes:

M,=M-+HMust . . . (36.11)

Sisejoudude summaarne moment. Joud, millega kaks aine-
punkti teineteist mdjutavad, asuvad samal sirgel (joon. 95).
Nende joudude momendid suvalise punkti O suhtes on suuruse -
poolest vordsed ning suuna poolest vastupidised. Seega tasakaa-
lustuvad sisejoudude momendid paarikaupa ning nende summa
on iga ainepunktide siisteemi, s.t. jdiga keha puhul alati vordne
nulliga. See viide kehtib kodikide sisejoudude summaarse momendi
kohta nii suvalise punkti kui ka suvalise telje suhtes.

§ 37. AINEPUNKTI IMPULSIMOMENT.
IMPULSIMOMENDI JAAVUSE SEADUS

Analoogiliselt jdumomendiga defineeritakse ainepunkti impul-
simoment (liikumishulga moment). Impulsimoment punkti O
suhtes on

L=[rp]=m][rv], (37.1)

kus r on punktist O vaadeldava ainepunkti asukohta témmatud
raadiusvektor (joon. 96; vektorit f ldheb meil edaspidi tarvis),
p=mv on ainepunkti impulss (vrd. valemiga (36.1)).

Votnud kasutusele impulsi dla [=rsina, v6ime impulsimo-
mendi vektori mooduli kirjutada kujul:

L=rpsina=Ip. (37.2)
Impulsimomendiks telje z suhtes nimetatakse teljel asuva

1 Vektori M, moodulit ei saa tihistada siimboliga M,, sest viimane mér-
gib vektori M projektsiooni teljel z, mis vdib olla nii positiivne kui negatiivne
suurus, Vektori moodul aga on alati positiivne. Kehtib seos |M:|=[M.].
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punkti O suhtes maidratud impulsimomendi selle telje suunalist
komponenti L, (joon. 97): -

L.=[rp]- (37.3)
Korranud arutluskidiku, mis toi meid valemini (36.9), leiame,

et .
L:=[R, p.]=m[R, v:], (37.4)

kus R on teljega z risti olev raadiusvektori r komponent, p. aga
telge z ja punkti m labiva tasapinnaga risti olev vektori p kom-
ponent.

Selgitame niiiid, millega on médratud impulsimomendi muu-
tumine ajas. Selleks diferentseerime seost (37.1) aja jargi, kasu-
tades korrutise diferentseerimise reeglit:

dL dr dp_
dt dt ’ dt
Summa esimene liige on vordne nulliga kui kahe samasuunalise

d
vektori vektorkorrutis. Toepoolest, ve‘ktor',—L on vordne kiirus-

dt
vektoriga v ning iihtib jérelikult suuna poolest vektoriga p=mv.
d
Vektor —d—l;— on Newtoni teise seaduse alusel vordne kehale mojuva

jouga £ (vt. (22.3)). Jdrelikult saame avaldise (37.5) kirjutada
timber jargmiselt:
a _ [ri]=M 37.6
dr  BHT (37.6)

kus M on ainepunktile rakendatud joudude moment sama punkti
O suhtes, mille suhtes on méairatud impulsimoment L.
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=,_:t_ [rp]=[ dr p]—]—[r, dp ] (37.5)

Seosest (37.6) jareldub, et kui ainepunktile mdjuvate joudude
summaarne moment mingi punkti O suhtes on vordne nulliga,
siis selle ginepunkti impulsimoment sama punkti O suhtes jaab
konstantseks. '

Vétnud valemis (37.6) esinevate vektorite telje z suunalised
komponendid, saame avaldise:*

dL,
dt

Valem (37.6) sarnaneb valemiga (22.3). Nende vordlemine
niitab, et impulsimomendi tuletis aja jargi on vordne joumomen-
diga, nii nagu impulsi tuletis aja jérgi on vdrdne ainepunktile
rakendatud jouga.

Vaatleme moningaid néiteid.

Esimene ndide. Liikugu ainepunkt m modda punktiirsirget
joonisel 96. Et litkumine on sirgjooneline, siis muutub ainepunkti
impulss ainult mooduli poolest ning

=M.. (37.7)

dp
wTamtk

kus f on jou moodul (antud juhul on f ja p samasuunalised (vt.

d
joon. 96), seega —p>0>.

dt
Olg ! jédb muutumatuks. Jérelikult,
d d dp
o L= U =lgr=i=m,

1 Vastavalt valemile (2.11)
( dL \ d
ay i
dt [ rrz dt

dL \ dL
kus (T) orz O vektori —IE— projektsioon teljel 2, L, aga on vektori L

projektsioon teljel z. Korrutame mdlemaid vorrandi pooli z-telje iihikvektoriga
e, ning arvestades, et e, ei soltu ajast, viime selle vérrandi paremal poolel
tuletise mérgi alla. Tulemusena saame:

dL \ d
(—"') e, =—— (L.e;).
dt /»prz dit

Kuid e, korrutis vektori projektsiooniga teljel z annab selle vektori z-telje’
sihilise komponendi (vt. markust lk. 99). Jérelikuit

(dL - d
_) 4L
at )= at

L\ dL .
kus /- on vektori = z-telje sihiline komponent. .

103



mis on kooskolas ka valemiga (37.6) (antud juhul muutub L, s. t.
dL | dL ) P

ar VT dt I

Teine niide. Ainepunkt massiga m liigub moddda ringjoont

raadiusega R (joon. 98). Ringjoone keskpunkti O suhtes méara-
tud impulsimomendi moodul

L=muvR. (37.8)

Vektor L on risti ringjoone tasapinnaga, kus-
| juures punkti liikkumise suund ja vektor L on seo-
-~ tud kruvireegli jérgi.
) Et 6lg R jaib konstantseks, saab impulss
- 4 muutuda ainult kiiruse mooduli muutumise arvel.
Kui ainepunkt liigub médda ringjoont iihtlaselt,
jaab impulsimoment konstantseks nii suuruse kui

suureneb, ainult moodulilt, seepérast \

P ka suuna poolest. On lihtne mdista, et sel
Joon. 98 juhul on ainepunktile méjuva jou moment vordne
nulliga.

Kolmas niide. Vaatleme ainepunkti liikumist tsentraalses jou-
viljas (vt. § 26). Vastavalt seosele (37.6) peab ainepunkti
impulsimoment joudude tsentri suhtes jidma muutumatuks nii
suuruse kui suuna poolest (tsentraalse jou moment tsentri suh-
tes on null). Joudude tsentrist punkti m tommatud raadiusvektor
r ning vektor L on omavahel risti, seeparast jaab vektor r alati
samasse, vektoriga L risti olevasse tasapinda. Jarelikuit liigub
ainepunkt tsentraalses jouviljas modda koverat, mis asub jou-
dude tsentrit 1dbivas tasapinnas.

Olenevalt tsentraalsete joudude margist (s.o. sellest, kas nad
on tombe- voi toukejoud), samuti ka algtingimustest, omab fra-
jektoor kas hiiperbooli, parabooli vOi ellipsi, erijuhul ringjoone
kuju. Niiteks Maa liigub mddda elliptilist orbiiti, mille ihes
fookuses asub Paike.

Impulsimomendi jddvuse seadus. Vaatleme N materiaalsest
punktist koosnevat siisteemi. Analoogiliselt sellega, kuidas tehti
§-s 23, jaotame ainepunktidele mdjuvad joud sise- ja vélisjdudu-
deks. i-ndale punktile mojuvate sisejdudude summaarse momendi

tdhistame siimboliga M, samale punktile mdjuvate vélisjou-

dude summaarne moment olgu M, Siis votab vdrrand (37.6)
‘i-nda ainepunkti kohta kirjutatuna kuju

d .
v —L—i-t“Lz=M;+‘M1 (L=1, 2, ey N)
See avaldis esitab N vorrandist koosnevat siisteemi, kus iiksikud
vorrandid erinevad indeksi i vddrtuse poolest. Liitnud need vor-
randid, saame:
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d N N N
_Et_ Z Li= E M'l -+ Z M. (37.9)
=1 i=1 =1
Suurust
N N
L= Z L= Z [l'»;, pi] (37.10)
=1 i=1

nimetatakse ainepunktide sisteemi impulsimo-
mendiks.

Sisejoudude momentide summa (valemi (37.9) paremal poo-
lel esinevatest summadest esimene), nagu tdestatud § 36 lopus,
on vordne nulliga. Tahistanud vilisjoudude summaarse momendi
siimboliga M, voime jdrelikult kirjutada

N
- zgmizm (37.11)
(siimbolite L ja M sisu erineb siin sellest, mis oli samadel siim-
bolitel valemis (37.6)).
Ainepunktide isoleeritud siisteemi korral M=0, mistSttu sum-

-maarne impulsimoment L ei soltu ajast. Seega oleme joudnud

impulsimomendi jddvuse seaduseni: ainepunktide
isoleeritud siisteemi impulsimoment on jadv Suurus.

Mainime veel, et impulsimoment jdéb muutumatuks ka nii-
suguse siisteemi korral, kus vélisjoud esinevad, kuid nende jou-
dude summaarne moment on vordne nulliga.

Votnud vorrandi  (37.11) vasakul poolel seisvate vektorite
z-telje sihilised komponendid, saame seose

dL,

N
dt - ZMziZMz. (37.12)

=1
Voib juhtuda, et vilisjdudude summaarne moment punkti O
suhtes erineb nullist (M=540), kuid vektori M mingis suunas z
voetud komponent M, on null. Niisugusel juhul jddb vastavalt
seosele (37.12) konstantseks siisteemi impulsimomendi z-telje
suunaline komponent L..

§ 38. POORDLIIKUMISE DUNAAMIKA POHIVORRAND

Vaatleme ainepunktide siisteemi, milles iga punkt liigub
mobdda iithte tasapinda, kdik need tasapinnad ldbivad iihist telge
z ning poodrlevad iimber selle telje iihesuguse nurkkiirusega
(joon. 99). .

Vastavalt valemile (11.5) vdib i-nda punkti kiiruse tangent-
siaalkomponendi esitada kujul

v.i=[w, Ri],
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z kus R; on raadiusvektori r; teljega z risti olev
komponent (selle moodul R; méddrab punkti kau-
guse teljest z). Asendanud valemis (37.4) v
tema avaldisega, saame punkti impulsimomendi
avaldise telje z suhtes:

L.i=m;[R;, [o, Ri]] =miR2a

(me kasutasime seost (11.3); vektorid R; ja o
on vastastikku risti). :
 Summeerinud selle avaldise iile kogu siisteemi
ning toonud summa mairgi alt védlja iihise teguri
©, saame jdrgmise avaldise, mis véljendab siis-
teemi impulsimomenti telje 2 suhtes:

N
Joon. 99 Lz=0) 2 mlR% . (381)

i=1

Fiiiisikalist suurust

N
L= X mRe, (38.2) -

i=1

s.o0. summat, milles iga liidetav on ainepunkti massi korrutis
tema }gaugus_e ruuduga poodrlemisteljest z, nimetatakse ainepunk-
tide siisteemi inertsimomendiks telje z suhtes (iik-
sikkorrutis miR2 on i-nda ainepunkti inertsimoment telje z suh-
-tes). :
Valemit (38.2) arvestades votab seos (38.1) kuju:

L,=I0. ‘ (38.3)
Asendanud seoses (37.12) L, selle avaldisega, saame vorrandi:

d
—7 (o) =M, . (384)

mis on pdordliikumise diinaamika pohivorrand. Kuju poolest sar-
naneb see Newtoni teise seaduse vérrandiga:

d ( s
T mv) =f.

'§ 35 markisime juba, et absoluutselt jdika keha vGib vaadelda
kui ainepunkiide siisteemi, milles punktidevahelised kaugused
on muutumatud. Niisuguse siisteemi puhul on tema inertsi-
moment /, fikseeritud telje 2z suhtes muutumatu suurus. Jarelikult
saab vorrandist (38.4) jadiga keha korral vorrand

Izﬁzmz, (385)
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kus p= on keha nurkkiirendus, M, — kehale mojuvate . vélis-

joudude summaarne momeitt.
Vorrand (38.5) on kuju poolest sarnane vdrrandiga

mw=1.

Vorreldes poordlitkumise diinaamika vorrandeid kulglitkumise
diinaamika vorranditega, on kerge mairgata, et poordliikumisel

mingib jou osa jdumoment, massi osa — inertsimoment jne.
(tabel 2). -
Tabel 2
Kulgliikumine Poordliikumine
mw=f Lp=M,
p=mw L:=I.0
dp - ; dL
dt dt
f — joud | M vb6i M, — joumoment
m — mass I, — inertsimoment
v — joonkiirus o — nurkkiirus
w — joonkiirendus B — nurkkiirendus
p — impulss L — impulsimoment

Joumomendi ja inertsimomendi mdisted tGime sisse jaiga
keha pdorlemist vaadeldes. Kuid tuleb silmas pidada, et need
suurused eksisteerivad olenemata pddrlemisest. Nii nditeks omab
iga jaik keha teatud inertsimomenti iga telje suhtes soltumata
sellest, kas ta poorleb voi mitte, samuti kui igal kehal on teatud
mass, olenemata tema liikumise olukorrast. Ka joumoment eksis-
teerib olenemata sellest, kas keha pddrleb vGi mitte telje iimber,
mille suhtes joumoment voetakse. Viimasel juhul ilmselt tasa-
kaalustavad selle joumomendi teiste kehale mdjuvate joudude
momendid.

Vorrandist (38.5) jareldub, et kui kehale mojuvate vélisjou-

" dude summaarne moment on vordne nulliga, siis p6drleb keha

jadva nurkkiirusega. Kui keha inertsimoment v6ib muutuda selle
keha osade vastastikuse asetuse muutudes, siis M,=0 korral
jaib muutumatuks korrutis Lo (vt. (384)) ning inertsimomendi
I, muutus kutsub esile nurkkiiruse o vastava muutuse. Sellega
seletub nahtus, kus péodrleval pingil seisev inimene hakkab pdor-
lema aeglasemalt, kui ta kded kahele poole korvale vilja sirutab,
ning kiiremini, kui ta kded rippu laseb.

Vaatleme siisteemi, mis koosneb kahest {ihist poorlemistelge
omavast kettast (joon. 100). Ketaste kiilge joodetud plaadikeste
vahele asetame kokkusurutud vedru ning seome need plaadike-
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Joon. 100

Joon. 101

sed niidiga kokku. Kui niit 1dbi pdletada, hakkavad molemad ket-
tad laialipaiskuva vedru mdjul poorlema vastupidistes suundades.
Irypulsmomendid, mis kumbki ketas saab, on suuruse poolest
vordsed ning suuna poolest vastupidised:

Lio1=1l02,

nii et siisteemi summaarne impulsimoment jd4b endiselt vordseks
nulliga.

Olukord on samasugune ka joonisel 101 kujutatud siisteemi
korral, kus kaks eri teljega ketast on kinnitatud raami kiilge,
mis saab vabalt p6orelda siisteemi siimmeetriatelje fimber. Kui
poletada 14bi ketaste kiilge joodetud plaadikesi tthendav niit, hak-
kab plaadikeste vahele kokkusurutud vedru paisuma ning paneb
molemad kettad podrlema samas suunas. Samal ajal hakkab raam
poorlema vastassuunas, nii et siisteemi kui terviku impulsimoment
jddb vordseks nulliga.

~Mélemas vaadeldud néites tekkis siisteemi eri osade pddrle-
mine sisejoudude mdjul. Jérelikult vbivad siisteemi kuuluvate
kehade vahel mojuvad sisejoud muuta siisteemi osade impulsi-
momerte. Need muutused on aga alati sellised, et siisteemi kui
terviku summaarne impulsimoment jdib muutumatuks. Siisteemi
lfggélimpulsimomendi muutuse saavad esile kutsuda vaid vilis-
joud.

§ 39. INERTSIMOMENT

. Eelmises paragrahvis defineerisime inertsimomendi kui summa,
milles liidetavateks on elementaarmasside korrutised nende kau-
guse ruuduga teljest (vt. (38.2)). Definitsioonist jéreldub, et
inertsimoment on aditiivne suurus, tdhendab, keha inertsimoment
on vordne tema osade inertsimomentide summaga.

~ Massi jaotust keha piires saab iseloomustada suurusega, mida
nimetatakse tiheduseks. Kui keha on homogeenne, .s.o. tema
omadused koikides punktides iihesugused, siis nimetatakse tihe-
duseks suurust ’ .
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m
—_— 39.1
7 (39.1)

kus m on keha mass, V — tema ruumala. Seega on homogeense
keha tihedus vordne keha ruumalaiihiku massiga.

Kui mass on kehas jaotunud ebaiihtlaselt, annab valem (39.1)
keha keskmise tiheduse. Tiheduse antud punktis madrab sel juhul
valem:

o= lim Am _dm (39.2)

Selles valemis on Am ruumalas AV sisalduva aine mass. Ule-
minekul piirile tdmbub AV punktiks, milles tihedust méaératakse.

Piirile iileminekut, s.t. seost (39.2) ei tohi mdista nii, et AV
viheneb sdna otseses mottes punktini. Niisuguse arusaamise kor-
ral saaksime kahe punkti jaoks, millest {iks langeb aatomituu-
male, teine aga tuumadevahelisse ruumi, védga erinevad tulemu-
sed (esimese punkti puhul tohutult suure vairtuse, teise puhul
nulli). Seepirast peab ruumala AV vihenema fiiiisikaliselt 1op-
mata viikese vadrtuseni, mille all mdistetakse niisugust ruumala,
mis iihest kiiljest oleks kiillalt viike selleks, et suurele aatomite
kogumile iseloomulikke makroskoepilisi omadusi vdiks kogumi
ulatuses pidada iihesugusteks, ning teisest kiiljest kiillalt suur
selleks, et ei saaks avalduda aine diskreetsus (mittepidevus).

Vastavalt valemile (39.2) on elementaarmass Am; vordne
keha antud punktis voetud tiheduse o; ja vastava elementaar-
ruumala AV; korrutisega:

Ami:—‘—QiAVi.
Jarelikult voib inertsimomendi avaldada kujul

(valemis (38.2) on R; asemel r;).
Kui keha tihedus on {ihesugune, voib tuua selle summamérgi

ette:
I=p ZrZiAVi. (39.4)

Seosed (39.3) ja (39.4) on ligikaudsed ning seda tdpsemad,
mida viiksemad on elementaarruumalad AV; ja nendele vastavad
elementaarmassid Am;. Seega taandub inertsimomendi méédramise
filesanne integreerimisele:

I= j. réddm== j or2dV. (39.5)

Integraalid (39.5) voetakse iile keha koguruumala. Suurused
o ja r on nendes integraalides punkti funktsioonid, s.o. nai-
teks ristkoordinaatide x, y ja z funktsioonid. _

Maidrame niiteks homogeense ketta inertsimomendi telje suh-
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dmi

r - ! ,
7 (‘f " Y

Joon. 102 Joon. 103

tes, mis 1dbib ketta tsentrit ning on risti tema tasapinnaga
(joon. 102). Jaotame ketta réngaskihtideks paksusega dr. Uhe
kihi koik punktid on teljest samal kaugusel r. Niisuguse kihi
ruumala on

AV =>02nrdr,

kus b on ketta paksus.
Et ketas on homogeenne, siis on tema tihedus koikjal iihe-
sugune ning valemis (39.5) vdib ¢ tuua integraalimirgi ette:

R
1=~9.f r’dV=p J r2b2ar dr,
’ ]
kus R on ketta raadius. Toome integraalimirgi ette konstantse

teguri 2mb:

R
1=2nb@ J. f3dr=2nb9 —Iii .
0

Lopuks, asendanud tiheduse o ja ketta ruumala bzR? korrutise
ketta massiga m, saame

._.mRz
T2

Antud ndites muutis inertsimomendi leidmise {ilesande olu-
liselt lihtsamaks asjaolu, et keha oli homogeenne ja siimmeetri-
line ning inertsimoment méiérati siimmeetriatelje suhtes. Kui me
tahaksime médérata ketta inertsimomenti néiiteks telje 0’0’ suh-
tes, mis on risti kettaga, kuid 1&bib tema serva (vt. joon. 102),
muutuksid arvutused mairksa keerulisemaks. Niisugusel juhul
lihtsustub inertsimomendi arvutamine, kui votta kasutusele
Steineri teoreem. See kolab jargmiselt: inertsimoment I
mingi suvaliselt valitud ftelje suhtes vérdub summaga, milles
iiheks liidetavaks on inertsimoment I, telje suhtes, mis on paral-
leelne antud teljega ning ldbib keha inertsikeset, ja teiseks lii-
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/ (39.6)

detavaks keha massi m korrutis telgedevahelise kauguse a ruu-
duga: ‘
I=1Iy+ma?. (39.7)

Steineri teoreemi jirgi saame ketta inertsimomendi telje 0’0"
sthtes, kui liidame varem midratud inertsimomendile (39.6) kor-
rutise mR2 (telgede OO ja 0’0’ vaheline kaugus vordub ketta
raadiusega R): _

mR? 3
{ ——2-——|—mR2=—2—mRZ.

Seega taandab Steineri teoreem inertsimomendi arvutamise
suvalise telje suhtes inertsimomendi arvutamisele keha inertsi-
keset 1dbiva telje suhtes. .

Steineri teoreemi tdestamiseks vaatleme suvalise kujuga keha
(joon. 103). Votame kaks paralleelset telge OO ja 0’0’, millest
itks (telg '0O0) labib keha inertsikeset. Seome nende telgedega
koordinaatteljed xyz ja x’y’z’ ning valime need nii, et telg z
iintiks teljega OO ja telg 2’ teljega 0’0" (joonisel 103 on need
teljed risti joonise tasapinnaga). Teljed x ja x’ valime nii, et
nad {ihtiksid ning 14biksid keha inertsikeset. Siis on elementaar-
massi Am; koordinaatide vahel jirgmised seosed:

X, =a+x; Y, =Yi

kus a on telgedevaheline kaugus.
Elementaarmassi Am; kauguse ruut teljest OO

_ r2 =x2+y2, ‘ (39.8)
tema kauguse ruut teljest 0’0’
r2=yx"4yt= (x:i+a)>+y;. (39.9)

Vottes arvesse seose (39.8), saame keha inertsimomendi telje
OO suhtes méidrata avaldisega

L= r2 Ami= 3 (22 +y2) Am, (39.10)

ning inertsimomendi telje 0’0’ suhtes, arvestades seost (39.9),
avaldisega

=3 r{LZAmi:Z[(a—[—xi)z—l—y%]Ami. (39.11)

Tostnud iimarsulgudes oleva avaldise ruutu ning rithmitanud
vastaval viisil, voime avaldise (39.11) esitada jargmisel kujul:

1=2(x21,—|—y2i)4mi—}—a? S Ami-2a 3 xidmi. (39.12)
Avaldise (39.12) esimene summa on identne avaldisega
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(39.10), see tdhendab, vérdne I,, tei »
) , VO 0, teine summa annab ma?, kol
ﬁgﬁi, nagu selgub, on vordne nulliga. Tdepoolest, et z-telgoléri%?ts)
eha inertsikeset, on inertsikeskme koordinaat x, vordne nulliga.

Samal ajal on definitsiooni kohaselt xc=—1-2xmmi kust jdrel-
m H

dubki, etIinAmi on vordne nulliga.
Seega votab avaldis (39.12) kuju

[ =Iy}+maz,

midf~olikgi vaja tdestada (vt. 39.7)).

) Opuks anname inertsimomentide avaldised monij

jaoks (oletatak§e, et kehad on homogeensels,e mr;sosnglngants Kehade
i li{ Keha kujutab en.dasj' pikka peent varrast, millel on suva-
1se kujuga ristloige. Ristldike maksimaalne joonmddt b on palju

kordi viiksem varda pikkusest [ (b<!). Inertsimoment vardaga |

risti oleva ning selle keskpunkti labiva telje suhtes (joon. 104)

1
I—=-—ml
5 miz.
2. Kettal voi silindril, mille puhul suhe R/l on tdiesti suvalise

vadrtusega (j i i ili
yadrtu teglje (sjl?}?tne's 105), on inertsimoment geomeetrilise teljega

1
I—— mpe
5 mRz,
3. Kehaks on Shukene ketas. Ketta paksus b on palju kordi

védiksem ketta raadiusest R (b<R). I i i
meetriga iihtiva telje suhtes (](oon. l)(.)ﬁ)nert&moment Kelta. dia-

1
4. Kera inertsimoment tema tsentrit libiva tfelje suhtes
2
[=—5- mRz__ '
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§ 40. JAIGA KEHA KINEETILINE ENERGIA

Keha poorlemine liikumatu telje iimber. Poodrelgu keha iimber
liikumatu telje, mille nimetame teljeks z. Elementaarmassi Am;
joonkiiruse vo6ib esitada kujul

Ui:Riw’

kus R; on Am; kaugus teljest z. Jirelikult on i-nda elementaar-
massi kineetiline energia

Keha kineetiline energia on tema osade kineetiliste energiate
summa:

T=24Ti=-é— w? 2 AmiRY.

Seose paremal poolel esinev summa on keha inertsimoment 7,
poorlemistelje suhtes. Seega on liikumatu telje iimber pdorleva
keha kineetiline energia

Lw?
T:—-—2 . (40' l )

Saadud avaldis on sarnane kineetilise
energia avaldisega kulglitkumise korral

mu? e il .

= Posrdliikumisel on .massi osas
inertsimoment, joonkiiruse osas aga nurk-
kiirus.

Vilisjoudude t66 jiiga keha podrlemisel.
Midrame t66, mille teevad vilisjoud jdiga
keha poodrlemisel liikumatu telje iimber.
Tihistame ainepuktile Am; rakendatud jou
f;. Ajavahemikus dt 1dbib i-s ainepunkt tee
(joon. 107)

\.‘ dSi - Rid‘(P,

kus do on nurk, mille vorra keha on pédérdunud ajavahemikus di.
Jou f; too sellel teel madrab jou projekisioon liikumissuunal,
mille tihistame siimboliga f;. (v on i-nda ainepunkti trajek-
toori — ringjoone puutuja iihikvektor; selle vektori suund ithtib
liikumise suunaga antud hetkel). Seega ‘

dAi_—‘_fTids,-=fr_iRid¢-

Kuid fR; on vordne jou f; momendi mooduliga telje z suhtes,
s.0. | M| voetud plussmargiga, kui f-; on positiivne, ning miinus-

Joon. 107
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- mérgiga, kui f.; on negatiivne (vt. valemit (36.10)); selles valemis.

[: pole mitte jou f, projektsioon, vaid selle moodul). Jarelikult,
dA;= =+ | M| dg. (40.2)
Elementaarset podrdenurka voéib kisitada kui aksiaalvektorit
do=qdL. '

On lihtne mbista, et t66 dA; on positiivne, kui vektor M,; on
samasuunaline vektoriga d¢, ning negatiivne, kui need vektorid
on vastassuunalised. Seeparast voib valemile (40.2) anda kuju

dAi — Mzid(p.

- Koikide kehale rakendatud jdudude t66 on vordne iiksikute
joudude t66de summaga: :

dA= 3 dA;=3 Mudo= (3 My:)do.

Sulgudes olev summa on kdikide kehale rakendatud vilisjoudude
summaarne moment telje z suhtes M, Jarelikult,

dA=M,do.1 (40.3)

See avaldis on analoogiline t66 avaldisega kulgliikumisel: dA=

=1fds. Vordlemisel selgub, et pdédrlemise korral méngib jou osa

joumoment, joonnihke ds=vdt¢ osa aga nurknihe do=wdt.
Praktiliselt kasutatakse t66 arvutamiseks avaldist

dA=M.dp—Mwdi, (40.4)

kus M, all moistetakse kehale rakendatud vélisj()udﬁde sum-
maarse momendi projektsiooni vektori @ suunal. Lopliku ajavahe-
miku kestel sooritatud t66 leitakse avaldise (40.4) integreerimise
teel: ;

@ i :
A= jdA: ijd(p-: Jmedt. (40.5)
0 0

Kui joudude summaarse momendi projekisioon o suunal ei ¢

muutu, voib selle integraali méirgi ette tuua:

t Analoogiline arutluskidik ainepunktidele rakendatud sisejoudude # kohta
annaks valemi
' dA=M de,
kus M’ on kéikide sisejoudude summaarne momeﬁt. See mioment, nagu teame,

vordub nulliga (vt § 36 viimast 16iku). Jirelikult on siséjdudude t656 keha
poorlemisel vordne nulliga. -
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‘ i ille vorra keha on péordunud aja t kestel).

([p ;)(I::hr;ui(lﬁlgeltiline energia tasapinnalisel__liikumlsel. Keha tasa-
pinnalist liikumist, nagu nagime § 34, voib yag_delda kui lkp(;u-
sega Vo toimuva kulglitkumise ja vastava telje un}berda_lsﬁ{el %,a
poorlemise superpositsiooni. Seome kehaga koordinaa 151€1 .
mille telg 2’ on suunatud médda nurkkiiruse \_zekt'c')rlt ®. Vas avta
valemile (33.13) vdib keha i-nda ainepunkti kiiruse liikumatus
koordinaadistikus K esitada kujul

Vi:VO_l_ [(’)’ r{i ]’

, . A s ;o . Ktor
kus v, on siisteemi K’ alguspunkti O” kiirus, r; raadiusvektor,

mis miirab ainepunkti asukoha punkti O’ suhtes.
i-nda ainepunkti kineetiline energia?!

2
; 1
ATi=———-—‘=—-2— Ami{vq—l— [(1), l"i ]}2
Tostnud sulgudes oleva avaldise ruutu, saame

AT o= Ami{e3 +2vlo, ]+ [0 13, (40.7)

o ja r’. vektorkorrutise voib teadu jargi asendada o ja R; vektor-
korrutilsega, kus R; on raadiusvektori r’ 2-teljega risti olev

i j ksti). Selle
komponent (vt. valemit (11.4) ja sellele jargnevat tel Sel
vektgrkorrutise moodul on wR; (o ja R; on vastastikku risti).
Jarelikult, o, ]2=w?R?%. . -

niistguse asenduse avaldises (40.7) ning summeerim
ATiT?ielfanekc")ikideg ainepunktide. Tulemusena saame keha kineeti-

lise energia
1
_—_—;— S Amqv® + 3 vo[w, Amar H_? S wrAmiR? .

Toome kdikides . liikmetes konstantsed tegurid summamérgi
ette: : ‘

V4 1 )
T=—;— vg S Ami+volo, > Amiri]—l——Q— w? 2 AmiRzi

i i ii isendamisel on
5rduse paremal poolel esineva telse_hll.(me_‘tmsen
lgcs)lrit:fudeektor- ]Pa skalaarkorrutise distributiivsuseomadust).

1 Tuletame, meelde, et vektori ruut on vordne tema mooduli ruuduga:

v =102,
i i
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Ainepunktide masside summa 3Am; on keha mass m. Avaldis
2 Amir’. on vordne keha massi ja selle inertsikeskme raadius-

vektori r! (siisteemis K’) korrutisega (vt. valemit (23.1)).
Lopuks, ,ZAmiRzi annab keha inertsimomendi /, pddrlemistelje
2’ suhtes. Seega vdime kirjutada: ’ '

m Lw?

2
T— 200 +v0 [0), mr: ] +"2_ . | (408)

~ See avaldis muutub lihtsamaks, kui vdtta punktiks O’ keha
inertsikese C, s.o. nihutada koordinaatsiisteemi K’ alguspunkt
punkti C. Sel juhul 1’ =0 ning teine liige langeb &dra. Tahistanud

inertsikeskme kiiruse siimboliga v, ning keha inertsimomendi

punkti C ldbiva pddrlemistelje suhtes I,, saame keha kineetilise
energia valemi:

mve  L?
. [ A
Seega koosneb tasapinnaliselt liikuva keha kineetiline energia
kahest komponendist, millest iiks on inertsikeskme kiirusega toi-

muva kul.gliikumi"sg energia ning teine inertsikeset ldbiva telje
timber foimuva poorlemise energia.

§ 41. JAIGA KEHA DUNAAMIKA SEADUSTE RAKENDUSI

__Nagu eelnevatest paragrahvidest selgus, vastab jdiga keha
lukum;ne kahele vorrandile (vt. (35.5) ja (38.5)):

mwe— S, (41.1)

__ Jdrelikult on keha liikumine méa4ratud kehale mojuvate vilis-
joududega {; ja nende joudude momentidega M;. Joudude momen-
did voib votta suvaliselt valitud liikumatu voi kiirenduseta lii-
kuva telje suhtes (sama telje suhtes vGetakse ka inertsimoment
I). Votnud vilisjoudude momendid kiirenevalt liikuva telje suh-
tes, saaksime sisuliselt vorrandi (41.2) mitteinertsiaalses taust-
siisteemis. Sel juhul peab peale kehale rakendatud vilisjdudude
arvestama ka inertsijoudusid ja nende momente. '

_Kehale rakendatud joudude f; rakenduspunkte vGib nihutada
moédda nende mojusirgeid, seejuures ei muutu ei summa 3i; ega
ka momendid M; (jou nihutamisel mo6da tema mGjusirget ei
muutu selle jou 6lg ithegi suvaliselt valitud punkti suhtes). Nii-
suguse nihutamisega saab mitu joudu asendada mdju seisukohalt
iihe ekvivalentse jouga. Nii nditeks saab kaks samas tasapinnas
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asuvat joudu f; ja f» (joon. 108) asen-
dada -ekvivalentse jouga f, mille raken-
duspunkti voime valida suvaliselt tema
mbjusirgel.

Kehale rakendatud paralleelsed joud
voib asendada nende resultandiga, mis
on vordne koikide joudude summaga
ning rakendatud niisuguses keha punk-
tis, et tema moment on vordne iiksi-
kute joudude momentide summaga.

Misrame raskusjoudude resultandi.
Raskusjoud moéjuvad jdiga keha koiki-
dele elementidele, elemendile massiga
Am; mojuv joud on seejuures vordne Am;g. Nende joudude
summa P=mg. Raskusjoudude summaarne moment suvalise
punkti O suhtes

Joon. 108

M=‘Z‘ [ri, (4m.ig)],

kus r; on raadiusvektor, mis midrab Am; asukoha punkti O suh-
tes. Tostnud skalaarse teguri Am; teisest tegurist esimesse ning
viinud {ihise teguri g summamargi alt vilja, saame:

M=[ (X Amrs), g].

Kuid iimarsulgudes olev summa on vdrdne keha massi m ja tema
‘inertsikeskme raadiusvektori r. korrutisega. Seepirast

M= (mr.), gl =[re, (mg)]=[rc, P]. (41.3)

Nii iihtib raskusjdudude summaarne moment suvalise punkti suh-
tes punktis C rakendatud jou mg momendiga.

Seega on raskusjdudude resultant P=mg rakendatud keha
inertsikeskmes.

Valemist (41.3) jireldub, et raskusjoudude moment inertsi-
keskme suhtes on vordne nulliga (sel juhul r.=0). Punkti, mille
suhtes raskusjoudude moment vordub nulliga, nimetatakse keha
raskuskeskmeks. Nagu juba mirgitud § 23, iihtib raskuskese
inertsikeskmega. Tosi kiill, viide kehtib vaid niisugusel juhul,
kui gravitatsioonivilja voib pidada antud keha ulatuses homo-
geenseks, s. 0. kui keha elementidele mojuvad joud on samasuuna-
lised ning vordelised massiga. See tingimus on tédidetud keha
puhul, mille mddtmed on palju viiksemad maakera mootmetest.

Kui keha mootmed on vdrreldavad Maa mootmetega, siis raskus-

kese ja inertsikese iildjuhul ei iihti. Selgitame seda lihtsa néite
abil. Homogeenne pikk varras asub Maa ldhedal (joon. 109).
Joonisel niidatud asendi korral on varda elementidele mdjuvad
gravitatsioonijdud ligikaudu paralleelsed. Kuid vordsetele elemen-
tidele mdjuvate joudude suurus muutub kaugusega Maast sea-
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Joon. 110

Joon. 109

duse 1/r2 jargi (r on elemendi kaugus Maa tsentrist). Ilmselt on

raskuskese sel juhul nihkunud inertsikeskmest varda maapoolse .

otsa suunas. :

Samad omadused nagu raskusjoududel on homogeense jou-
vilja korral inertsijoududel, mis tuuakse sisse siis, kui vaadel-
dakse keha liikumist mitteinertsiaalses taustsiisteemis; . viimane
on ebaiihtlases kulgliikumises inertsiaalsiisteemi suhtes. Toepoo-
lest, ainepunktidele Am; mdjuvad inertsijoud —Am;wo on sama-
suunalised ning vordelised massidega (w, on kulgevalt liikuva
mitteinertsiaalse siisteemi koikides punktides sama). Korrates
arutluskidiku, mis t6i meid valemi (41.3) juurde, vdib tGestada,
et inertsijoudude resultant on vdrdne —mwy (m on keha mass)
ning rakendatud keha inertsikeskmes.

Kulgliikumises oleva mitteinertsiaalse siisteemiga seotud ja
keha inertsikeset libiva telje suhtes, s.o. inertsiaalsiisteemi seisu-
kohalt kulgliikumises oleva telje suhtes, on inertsimoment vordne
nulliga (inertsijoudude resultant, nagu ndgime, on sel juhul
rakendatud inertsikeskmes). Seepérast voib niisuguse telje suhtes
kirjutada vorrandi (41.2), ilma et oleks vaja arvestada inertsi-
-joudusid. Toonitame veel kord, et nii vdib toimida ainult telje
sulites, mis l4bib inertsikeset ega muuda oma suunda (ei p6ordu)
inertsiaalse taustsiisteemi suhtes. Tasapinnalisel liikumisel on
niisuguseks teljeks liikumistasapinnaga risti olev inertsikeset
ldbiv telg.

Jiiga keha tasakaalutingimused. Keha jddb liikumatuks, kui
puuduvad pohjused, mis kutsuksid esile selle keha kulg- voi
poordliikumise. Vastavalt vorranditele (41.1) ja (41.2) on selleks

vajalik ja piisav, et oleks tdidetud kaks tingimust:
' 1) koikide kehale rakendatud vilisjoudude summa peab vor-
duma nulliga: ‘

2&-:0,' (41.4)

2) koikide vilisjoudude summaarne moment suvaliselt valitud

118

I s e e

liikumatu telje suhtes peab vdrduma nulliga: /
SIM;=0. (41.5)

Praktiliselt osutub kiillaldaseks, kui tingimus (41.5) on tdi-
detud kolme suvaliselt valitud liikumatu telje puhul, mis ei asu
samas tasapinnas (niiteks koordinaattelgede x, y ja z puhul).
Siis on ta tdidetud ka iga teise telje puhul.

Seosed (41.4) ja (41.5) ongi jdiga keha tasakaalutingimused.

Niiteid jadiga keha mehaanika seaduste
rakendamisest

Esimene nidide. Homogeenne tala on asetatud kahele toele
(joon. 110). Méiirata tugede reaktsioonid f ja fa.

Raskusjoudude resultant on P ning see on rakendatud tala
inertsikeskmes. Tala on liikumatu. Vastavalt tingimusele (41.4)
peab jdudude P, f; ja f, summa vorduma nulliga. Siit jéreldub, et

P=f1+f2!.

kus P, fi ja f» on komponentjoudude moodulid.

Nulliga peab vorduma ka koikide talale mojuvate joudude
summaarne moment suvalise telje suhtes (vt. (41.5)), muu hul-
gas peab vorduma nulliga moment vasakpoolse toetuspunkti suh-
tes, mis annab

p(%juzi) —fy(l—li—1).

Nii saime kaks vorrandit kahe tundmatuga fi ja fz; Lahenda-
nud need vorrandid, leiame:

P [—20
f1="2——l:—zli—+l2)—;
P 124
LR B (e

Teine niide. Homogeenne silinder raadiusega R ja massiga
m veereb libisemiseta modda kaldpinda. Pinna kaldenurk on ¢
(joon. 111), kérgus A (A>>R). Silindri algkiirus on vordne nul-
liga. Leida inertsikeskme joonkiirus ja silindri pddrlemise nurk-
kiirus hetkel, kui silinder ldheb i{ile horisontaaltasapinnale.

Anname kaks lahenduse varianti. '

Esimene lahendusviis. Silinder liigub kolme jou
mojul. Need joud on P=rmg, hoordejoud i, ja kaldpinna reakt-
sioon f, Reaktsioon f. on Newtoni kolmanda seaduse pdhjal moo-
duli poolest vordne jou P normaalkomponendiga, mille véartus
on mg cos .
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Joon. 111

Hodrdumine silindri ja kaldpinna vahel tekib nende kokku-
puutepunktides. Et need silindri punktid on igal hetkel liikuma-
tud (nad moodustavad poérlemise hetktelje), siis on kdnealused
hoordejoud seisuhddrdejoud. § 19-st on teada, et seisuhdordejoud

_voib omada vairtusi alates nullist kuni maksimaalse suuruseni
fo, mille madrab hoordeteguri ja kehade puutepinnaga risti oleva
rohumisjou  korrutis (fo—=kmg cos ¢). Antud juhul omandab
hoordejoud niisuguse viddrtuse, et ei tekiks libisemist. Silindri
veeremisel mddda tasapinda puudub libisemine tingimusel, kui
kokkupuutepunktide joonkiirus on null. See tingimus aga on
omakorda tdidetud siis, kui inertsikeskme kiirus v. on igal hetkel
vordne silindri péorlemise nurkkiiruse o ja silindri raadiuse R
korrutisega:

ve=wR. (41.6)

Samuti on inertsikeskme kiirendus w, vordne nurkkiirenduse
pB ja raadiuse R korrutisega:

w.=pR. (41.7)

Kui nende tingimuste rahuldamiseks vajalik hoordejoud [, ei
iileta maksimaalset viartust fo=Fkmg cos ¢, veereb silinder libi-
semiseta. Vastasel juhul on libisemiseta veeremine vOimatu.

Kui libisemine puudub?, votab vorrand (41.1), projitseeritult
litkumise ‘suunale, kuju

mw,=mg sin ¢ — fr. (41.8)

Silindri telje suhtes kirjutatud vorrandis (41.2) on nullist eri-
nev ainult hddrdejdu moment. Koikide teiste joudude, kaasa arva-
tud inertsijoudude resultandi mdjusirged ldbivad pdorlemistelge,
mistttu nende momendid selle telje suhtes on vordsed nulliga.
Seega saab vorrand (40.2) jargmise kuju:

1 Libisemise korral on valemis (41.8) esinev fr, mitte seisuhddrde-, vaid
liugehoordejoud.
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16=Rfn, (41.9)

kus [ on silindri inertsimoment tema telje suhtes (homogeense
tdissilindri puhul on see vordne JQ—mRZ).

Vorrandid (41.8) ja (41.9) sisaldavad kolme tundmatut: fa,
ja w,, kuid viimase kahe vahel valitseb veel seos (41.7), mis
jareldub libisemise puudumisest. Lahendanud koos vorrandid

1
(41.7) kuni ‘(41.9), leiame, arvestades, et 1=—2— mR2:

fh=—;—mg sin ¢, (41.10)
2 .

wc=—§—gsm<p, (41.11)
28 .

b= 3 };sm(p. (41.12)

Niiiid, kui teame seisuhdordejoudu (41.10), mis kindlustab
silindri libisemiseta veeremise, vodib piistitada tingimuse, mille
puhul niisugune veeremine on vdimatu. Libisemiseta veeremisel
ei tohi joud (41.10) iiletada seisuhdordejou maksimaalset vaar-
tust fo, mis on vdrdne kmg cos ¢:

1
5 mg sin ¢ << kmg cos .

Siit jdreldub, et
tan p=<C3k.

Kui tasapinna kaldenurga ¢ tangens iiletab silindri ja tasa-
pinna vahelise seisuhdordeteguri kolmekordse védidrtuse, ei saa
veeremine toimuda ilma libisemiseta.

Nagu jireldub vorrandist (41.11), liigub silindri inertsikese
iihtlaselt kiirenevalt. Teades kiirendust w., saab leida silindri
allaveeremise aja t,, s.0. aja, mille kestel silinder 1&bib tee pikku-
sega h/sin p. Seda teed seob kiirenduse w. ja ajaga t, jArgmine
vorrand:

h Wl

b

sing ~ 2

kﬁst, asendanud w. valemist (41.11), saame

1 ‘I/ 3h
tv'—_—' N _
Sl @ g
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. See aeg, samuti kui w, ei sdltu silindri raadiusest ega mas-
sist,! ta on médratud vaid tasapinna kaldenurgaga ja selle ser-
vade kdrguste vahega k.

Silindri inertsikeskme kiirus hetkel, mil ta ldheb iile horison-
taalsele teele, on

4
c= ctv= V_ »
V=W 3 gh

silindri nurkkiirus aga

Mirgime, et hoordejoud (41.10) silindri veeremisel t66d ei
tee, sest need silindri punktid, kus see joud on rakendatud, on
1ga1 ajahetkel liikumatud.

Horisontaalpinna korral (p==0) jdreldub valemitest (41.11)'

ja (41.12), et silinder, millele on eelnevalt antud mingi kulglii-
kumise ning libisemist vilistav p&orlemise kiirus, hakkab- liikuma
ilma kiirenduseta. Tegelikult on see liikumine aeglustuv. Aeglus-
tumine on pbéhjustatud veerehddrdejoust, mille suund on selline,
et tema moment vdhendab nurkkiirust w, joud ise aga kutsub
esile inertsikeskme liikumise aeglustumise (jdllegi niisuguse, et
el esineks libisemist). Veerehoordejou t66 on negatiivne..

Lahendades kaldpinda moéoda alla veereva 3111r1dr1 iilesannet,
Jjétsime veerehdordumise arvestamata.

Teine lahendusviis. Kuna hoordejoud todd ei tee (vee-
rehdordumise jdtame arvestamata), jddb silindri koguenergia

muutumatuks. Alghetkel on kineetiline energia null, potenfsiaalne:

mgh. Veeremise 10pus saab potentsiaalne energia nulliks, see-eest
aga tekib kineetiline energia (vt. (40.9))

2
mue T.w?
—— | SR

T=——+=

Et libisemist ei esine, siis v, ja w seob vorrand v.=wR.

Teinud kineetilise energia valemis asendused w=—— ja I.=

R

1
-5 mR2, saame:

mo? mvz. 3
[ c

—rC, — 2
5 _ T = mu?.

T=

Koguenergia peab veeremise alguses ja 16pus olema ithesu-
gune:
1 See kehtib vaid homdgéense tdissilindri korral.
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kust

g/

nurkkiirus aga -

Ue 1 4

W=7 R gh. »

Kolmas nédide. Kehale massiga m mojub véga lithikese

ajavahemiku At kestel konstantne joud f. Kogu iilejadnud aja

jooksul mingid teised kehad talle moju ei avalda. Enne impulsi

fAt andmist vaadeldavale kehale oli ta paigal. Kuidas hakkab
liitkuma keha pérast jou f moju lakkamist?
Vérrand (41.1) votab antud juhul kuju

Joon. 112

mw.=1,
kust

We="—" f . (41.13)

Jarelikult, senikaua kui joud mdjub, liigub keha inertsikese
iihtlaselt kiirenevalt jdu mojumise suunas.

Téhistame jou f Gla inertsikeskme suhtes tédhega [ (joon. 112).
Tombame 14bi inertsikeskme C telje OO, mis oleks risti jou moju-
sirget ja keha inertsikeset lébiva tasapmnaga Vorrand (41.2),
kirjutatud selle telje suhtes, votab kuju

Ip=M,

kus I. on keha inertsimoment telje OO suhtes, M=fl aga jou f
moment sama telje suhtes. Lahendariud selle vorrandl 8 suhtes,
leiame:

M fl

=T

Seega, kogu aja At kestel, mil kehale mdjub joud, liigub tema
inertsikese sirgjooneliselt jédva kiirendusega (41.13) ning samal
ajal poorleb keha ise inertsikeset ldbiva telje fimber nurkkiiren-
dusega (41.14). Ajavahemiku A?¢ 16pus saavutab inertsikese kii-
ruse

(41.14)

At
VC-—_WcAtZ—A_',
m
nurkkiirus aga védrtuse
MAt  fiAt
w=FAt= AR
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Leitud kiiruste vdédrtused v. ja o méidravad keha liikumise
pérast seda, kui jou mdju lakkab.

Mirgime, et tulemus kehtib vaid juhul, kui keha p6éoérdub jou
mojumise kestel vidikese nurga vorra, nii et jou ola [ voib aja-
vahemiku Af jooksul lugeda kiillaldase tdpsusega konstantseks.

On lihtne veenduda, et inertsikeskmest kaugusel x asuva
punkti O’ kiirus on null (joon. 112), kusjuures

WX=10¢, 5.0. fX=1W. (41.15)

Jérelikult on punkti O’ 14biv telg poorlemise hetktelg. Asendanud
tingimuses (41.15) w. ja § nende avaldistega, saame

.Ic
ml '

X=—=

Jou moju tulemusena omandab keha kineetilise energia

moz  Law? _nl( fAt )2, I, ( flAt )2_

T: —I—-r——l:

2 2 2\ m / Vo I,
Iomi2
=l (fAt)2.

Kineetilise energia T sdltuvus kaugusest ! on seletatav sel-
lega, et jou rakenduspunkti tee ajavahemiku A¢ jooksul kasvab [
suurenedes, seoses sellega kasvab ka jou t66.

§ 42. VABAD TELJED. INERTSI PEATELJED

Kui panna mingi keha pddrlema suvalise telje iimber ning
pdrast seda lasta ta vabaks, siis poérlemistelje asend ruumis
iildiselt muutub: ta kas p66rdub véi nihkub inertsiaalse taustsiis-
- teemi suhtes. Selleks et hoida suvaliselt valitud telge muutuma-
tus asendis, tuleb talle rakendada teatud joudu.

Nii nditeks kui kehal on joonisel 113 ndidatud kuju ning ta
podrieb telje OO {imber nurkkiirusega w, on tarvis selle poor-
lemistelje siilitamiseks rakendada talle niisuguseid jéude, mis
kindlustaksid poérdemomendi M=maw?rl. Tdepoolest, selleks et
kindlustada kehade massiga m liikumine méoéda ringjooni raa-
diusega r, peab neile rakendama joud 1 ja ¥,, mille moodulid

peavad olema vordsed mw?r. Need joud moodustavad jdupaari,
mille moment M=mw?rl. Kui momenti ei tekitata, vaid asetatakse
telg néditeks laagritesse, mis mdjutavad seda joududega f, ja f,!
siis hakkab pdoorlemistelg p66rduma noolega ndidatud suunas.
Kui kehi m ja n (m=n) iihendav varras on risti podrlemistel-
- jega OO ning ‘kehad asuvad teljest erinevatel kaugustel ry ja re
(joon. 114), siis podrlemistelje litkumise viltimiseks ruumis pea-

! Nende joudude suunad muutuvad keha pdorlemisel {imber telje.
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Joon. 115 —

vad laagrid moéjutama telge samasuunaliste joududega #; ja fs,
mille moodulite summa on vordne tsentripetaaljoudude i ia T,

moodulite vahega:

fit-fa=mw?(ry— ra)

(kui 16igud a ja b ning joud f; ja f, on ithesuurused; vastasel
korral peab kehtima seos fia=/{»b).

Péorlemistelge, mille asend ruumis sdilib, ilma et talle peak-
sid méjuma mingid vilisjoud, nimetatakse keha vabaks tel-
jeks. Joonisel 114 kujutatud keha puhul on telg OO vaba telg,
juhul kui ri=rs.

On vdimalik toestada, et igal kehal on kolm vastastikku risti
asetsevat ning keha inertsikeset libivat telge, mis vdivad olla
vabad teljed; neid nimetatakse inertsi peatelgedeks.

Homogeense risttahuka puhul (joon. 115) on peatelgedeks
ilmselt teljed 040i;, 020, ja 030, mis ldbivad vastastahkude
tsentreid.

Telgstimmeetriaga kehal (nditeks homogeensel t silindril) on
itheks inertsi peateljeks siimmeetriatelg, kaks iilejddnud peatelge

1tPiisab, kui keha tihedus igas 15ikes soltub ainult podrlemistelje kau-
gusest.
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Joon. 116 Joon. 117

voivad moodustada kaks suvalist vastastikku ristuvat telge, mis
on risti siimmeetriateljega ning ldbivad inertsikeset (joon. 116).
Nii on telgsiimmeetriaga kehal fikseeritud ainult iiks inertsi pea-
telg.

gTse’n‘[raa'lsijmmeetriaga kehal, s.o. keral, mille tihedus sol-
tub ainult kera tsentri kaugusest, on peatelgedeks mistahes kolm
vastastikku ristuvat telge, mis ldbivad inertsikeset. Jarelikult pole
likski peatelgedest fikseeritud.

Uldjuhul on keha inertsimomendid peatelgede suhtes erine-
vad: I,z 1,515 Telgsiimeetriaga kehadel on kaks inertsimomenti
{thesuurused, kolmas aga iildjuhul nendest erinev: Ii=I 7/
Ning 16puks on tsentraalsiimmeetriaga kehal koik kolm imertsi-
momenti ithesugused: [1=I=Is.

Kui keha poorleb tingimustes, kus puuduvad igasugused vélis-
mdjud, siis osutub piisivaks ainult pédrlemine peatelgede {imber,
mille suhtes inertsimomendi vd#rtus on kas minimaalne voi mak-
. simaalne. Podrlemine {imber telje, mille suhtes inertsimomendil
_ on mingi vahepealne véirtus, on ebapiisiv. See tahendab, et joud,

mis tekivad poorlemistelje vdhimalgi korvalekaldumisel inertsi-

momendi vahepealse viirtusega peateljest, mojuvad nii, et see
korvalekaldumine hakkab suurenema. Kui kallutada podrlemis-
telge keha pooréldes iimber piisiva telje, taastub niisugusel kallu-
tamisel tekkivate joudude mojul poorlemine vastava peatelje
iimber. . ' '

Oeldus voib veenduda, jilgides risttahukakujulise keha (nii-
teks tikutoosi) liikumist, kui see on visatud iiles ning kui samas
on antud talle ka péérdliikumine.! Ilmneb, et langedes saab keha
poorelda piisivalt telgede timber, mis ldbivad kas koige suure-

t Raskusjou méju pole sel juhul oluline, see tingib vaid pédrlemisega
samaaegselt toimuva langemise.
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maid voi kdige vdiksemaid tahke. Katsed visata keha nii, et ta
poorleks keskmisi tahkusid ldbiva telje iimber, ei onnestu.

Kui kehale m&jub vilisjoud, niiteks niidi poolt, mille otsa
poorlev keha on riputatud, siis osutub piisivaks péérlemine ainult
selle peatelje fimber, mille suhtes inertsimoment on kdige suu-
rem. Sel pohjusel poorleb iihte otsa pidi niidi abil iiles riputatud
peenike varras 16pptulemusena timber telje, mis on selle vardaga
risti ning ldbib tema keskpunkti (joon. 117, a@). Analoogiliselt
kaitub ka servapidi niidi otsa riputatud ketas (joon. 117, b).

§ 43. JAIGA KEHA IMPULSIMOMENT
§ 38 leitud jdiga keha impulsimomendi avaldis
L;=Lo (43.1)

kehtib ainult niisugusel juhul, kui keha pd&drleb liikumatu telje
iimber, s.o0. kas ruumis laagrite -abil “kinnitatud telje vdi vaba
telje {imber. Teistel juhtudel on L ja @ seos keerulisem, niiteks
ei iihti impulsimomendi vektori L ja nurkkiiruse vektori o suunad.

Suuname koordinaatteljed ! mo6dda
inertsi peatelgesid. Vektor @ &rgu iihti- P
gu mitte iihegagi nendest telgedest |
(joon. 118). Uldjuhul on nurkkiiruse
telgedesuunalised komponendid ., oy,
o, kdik nullist erinevad. Valemi (43.1)
alusel annab korrutis /l,m, vektori L
z-telje suunalise komponendi. Analoogi-
liselt annab /.ew. komponendi L, ja °
I,04 komponendi L, Kui inertsimomen-
did peatelgede suhtes I., I,, I, ei ole
omavahel vordsed, siis resultantvektor
L=L.+L,4L, nagu ndha jooniselt
118, ei iihti suuna poolest vektoriga .
Ainult siis, kui ® on suunatud modda
iihte peatelge, niiteks mo6oda telge 2,
on kaks komponenti w. ja wy nullid, seega on nullid ka L, ja L,
ning me saame valemi (43.1).

Niisiis, kui valida koordinaattelgedeks keha inertsi peateljed,
siis valitseb vektorite @ ja L vahel seos

Joon. 118

L=IlLox+Ij0y+1:0.. (43.2)

Eil_mas pidades, et wx=w«i jne., saab viimasele avaldisele anda
uju:

1 Moeldakse keha jiigalt iihenduses olevaid ning temaga koos pdoorle-
vaid telgi.
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L= (lowz) i+ (Iywy) i+ (lz02) K,

millest jareldub, et vektorite L ja @ projekisioonide vahel valit-

sevad seosed:
Ly=Iwx, Ly=Iywy, L,=ILw. (43.3)

Need seosed osutuvad veel keerulisemateks, kui koordinaattel-.

jed ei iihti keha inertsi peatelgedega. Sel juhul ndevad vektorite
L ja o projekisioonide seosed vilja jargmiselt:

Lx = Ixxwx+[xywy+1xzwz, }

Ly=I yxwx‘:l‘] yy@yt1y207,
Lz = szwx'i"]zywy_l_]zzwz.

(43.4)

Uheksa suurust I;, (i, k=x, y, 2) moodustavad nn. siimmeet-
rilise teist jdrku inertsitensorit! Tensori komponendid I:x
soltuvad koordinaattelgede valikust. Kui koordinaatteljed lange-
vad kokku keha inertsi peatelgedega, on koik komponendid peale
Iex, Iyy ja I; nullid ning valemitest (43.4) saavad valemid (43.3)
(seostes (43.3) on Iy, tdhistatud I, jne.). )

Mirgime, et ainepunktide siisteemi puhul tuletatud vdrrand
(37.11) kehtib ka jdiga keha korral. L all tuleb sel juhul moista
vektorit, mille projekisioonid koordinaattelgedel on maératud
valemitega (43.4). - .

Lopuks vaatleme jdiga keha poorlemist {imber liikumatu telje
z, mis ei iihti mitte {ihegagi inertsi peatelgedest. Niisugune telg
saab olla liikumatu ainult vélisjoudude mojul (vt. nditeks joon.
113). Nende joudude moment telje 2 suhtes on ilmselt null (jdu-
dude mdjusirged ldbivad telge), kuid joudude moment selle] tel-
jel suvaliselt valitud punkti O suhtes ei ole null. Sel péhjusel

jadb keha impulsimoment telje z suhtes muutumatuks yr L.=M,,

kuid Mz=0), 'impulsimoment punkti O suhtes aga, mis sel juhul ~

ei iihti suuna poolest mo6da z-telge suunatud vektoriga o, poor-
dub ruumis koos kehaga temaga risti oleva vilisjoudude momendi

. d )
M mdjul (E L=M=£0].

§ 44. GUROSKOOBID

Giiroskoobiks ehk vurriks nimetatakse massiivset siimmeetri-
list keha, mis podrleb suure kiirusega siimmeetriatelje {imber.
Stimmeetriatelg on {iks giiroskoobi inertsi peatelgi, seepédrast
iihtib giiroskoobi impulsimoment suuna poolest poéoérlemisteljega.

1 Tensorit nimetatakse siimmeetriliseks, kui tema komponendid rahulda-

vad tingimust Iip=1Ip:.
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Joon. 119 Joon. 120

Selleks et muuta giiroskoobi telje asendit ruumis, on tarvis vas-
tavalt vorrandile (37.11) rakendada talle véilisjbudude moment.
Seejuures ilmneb n#htus, mida on hakatud nimetama giiros-
koopiliseks efektiks: joudude mdjul, mis peaksid kutsuma
esile giiroskoobi telje OO pddrdumise sirge 0’0’ iimber (joon.
119), pédrdub giiroskoobi telg iimber sirge 0”0” (oletatakse, et
telg OO ja sirge 0’0’ asuvad joonise tasapinnas, sirge 070"
ning joud f; ja f, aga on selle tasapinnaga risti). ,
Giiroskoobi esimesel pilgul «ebaloomulik» kditumine on, nagu
selgub, tdielikus kooskdlas podrlemise diinaamika seadustega,
s.0. Newtoni seadustega. Toepoolest, jdudude ¥, ja f, moment
on suunatud méodda sirget 0’0’. Ajavahemiku A7 kestel saab
giiroskoobi impulsimoment L juurdekasvu AL==MA?, mille suund

~ tihtib vektori M suunaga. Giiroskoobi impulsimoment ajavahe-

miku At 16puks on vdrdne resultandiga L’=L-+AL, mis asub
joonise tasapinnas. Vektori L’ suund iihtib giiroskoobi péorlemis-
telje uue suunaga. Seega pddrdubki giiroskoobi poorlemistelg
iimber sirge O”0” nii, et vektorite M ja L vaheline nurk viheneb.
Kui mdjutada giiroskoopi pikemat aega suuna poolest muutu-
matu valisjbudude momendiga M, votab giiroskoobi telg 16puks
niisuguse asendi, et tema telg ja omapdodrlemise suund iihtivad
vélisjoudude mdjul toimuva podrlemise telje ja suunaga (vekior
L iihtib suuna poolest vektoriga M).

Giiroskoopiline efekt sai aluseks giiroskoopilise kom-
passi ehk giirokompassi ehitamisel. See riist kujutab endast
giiroskoopi, mille telg saab vabalt psérduda horisontaaltasapin-
nas (joon. 120). Maakera Gopéevase podrlemise tagajirjel moju-
vad giirokompassile joud, mis piifiavad tommata teda kaasa poor-
lemisse iimber maakera telje (analoogiliselt sellega, kuidas joud
fi ja f, joonisel 119 piiilavad tdmmata giiroskoopi p&orlemisse

9 Fiiisika fildkursus I 129



Joon. 121 ’ Joon. 122

sirge 0’0’ iimber). Selle tulemusena pdérdub giiroskoobi telg
nii, et giiroskoobi impulsimomendi L ja Maa poorlemise nurk-
kiiruse war vaheline nurk védheneb. Protsess toimub seni, kuni
nurk L ja wa vahel saab minimaalseks, s. 0. kuni giiroskoobi telg
jddb meridiaani tasapinda (erinevalt kirjeldatud iildjuhust saab
giirokompassi telg p66rduda ainult horisontaaltasapinnas).

Giirokompassi eelis vorreldes magnetkompassiga seisneb sel-
les, et tema nididule pole vaja teha parandust nn. magnetilise
deklinatsiooni arvel,! samuti pole vaja hoolitseda selle eest, et
osutile ei avaldaks moju ldheduses asuvad ferromagnetilised
esemed (nditeks laeva teraskorpus jne.). Sel pdhjusel kasutatak-
segi tdnapdeval navigatsioonis giirokompasse.

Giiroskoopilised joud. Katsetes kutsuda esile giiroskoobi telje
poordumist soovitud suunas tekivad giiroskoopilise efekti tule-
musena giiroskoopilised joud, mis mojuvad giiroskoobi telje tuge-
dele. Nii néiteks giiroskoobi telje OO sundpdordumisel sirge 0’0’
iimber (joon. 121) piiiiab telg OO poorduda {imber telje O”70”.
Selle poodriemise drahoidmiseks tuleb giiroskoobi teljele raken-
dada laagrite kaudu joud § ja ;. Newtoni kolmanda seaduse
jdrgi mojutab telg laagreid joududega i ja f.. Viimased ongi
giiroskoopilised joud. - :

Giiroskoopilisi joudusid on vaja arvestada niiteks laeva auru-
turbiini laagrite konstrueerimisel. Turbiini rootor kujutab endast
giiroskoopi. Laeva pikikdoikumisel toimub turbiini telje sundpdor-
dumine iimber sirge 0’0" (joon. 122). See kutsub esile giiroskoo-
piliste joudude f, ja f, tekkimise, mis omakorda pohjustab lisa-
rohumise, vahel kiillalt suure, laagritele.

Giiroskoobi pretsessioon. Kui giiroskoobile mojub vélisjou-

! Deklinatsiooniks nimetatakse nurka geograafilise ja magnetilise meri-
diaani vahel.
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dude moment, mille vdartus jaib
muutumatuks, kuid mis podérdub
koos giiroskoobi teljega, moodus-
tades sellega pidevalt tdisnurga,
siis tekib erilise iseloomuga lii-
kumine. Niisugustes tingimustes
on nditeks Sarniiril poéoérleva tel-
jega giiroskoop Maa raskusvil-
jas (joon. 123).

Giiroskoobile rakendatud vilis-
joudude momendi moodul

M=mglsinq, (44.1)

kus m on giiroskoobi mass, I —
Sarniiri kaugus giliroskoobi inert-
sikeskmest, « — nurk, mille
giiroskoobi telg ‘moodustab verti-
kaaliga. Moment M on suunatud
risti giiroskoobi telge 1dbiva verti- Joon. 123
kaaltasandiga (joonisel 123 on
see tasapind viirutatud).

Joudude momendi M mdojul saab giiroskoobi impulsimoment
L ajavahemikus df juurdekasvu

dL=Md?, (44.2)

mis suuna poolest {ihtib vektoriga M, s.t. on risti vektoriga L.
Muutus, mis toimub vektoriga L, kui see on saanud juurdekasvu
dL, vastab giiroskoobi telje niisugusele pédrdumisele vertikaal-
sirge 00’ {imber, mille puhul nurk o« ei muutu. Giiroskoobi telge
ldbiv vertikaaltasapind poérdub selle aja viltel nurga de vorra.
Samal ajal pédrdub sama nurga vorra horisontaaltasapinnas vek-
tor M. Selle tulemusena on ajavahemiku df 16pus vektorite L
ja M vastastikune asetus sama, mis oli algmomendil.

Jirgneva ajaelemendi df jooksul saab vektor L juurdekasvu
dL, mis on risti vektori L uue, «esimese» elementaarpodrde tule-
musena tekkinud suunaga jne. Nii po6rdub giiroskoobi telg pide-
valt iimber 3arniiri O labiva vertikaali, joonestades koonuse tipp-
nurgaga 2¢. Vektor L muudab seejuures ainult suunda, tema
moodul jdidb konstantseks, sest juurdekasvud dL on kogu aeg
risti vektoriga L. .

Ulalkirjeldatud liikumist nimetatakse giiroskoobi pretse’s-
siooniks; see on giiroskoobi telje liikumine vélisjdudude
mojul, mis toimub ndnda, et telg joonestab koonuse (erijuhul,
kui a=n/2, koduneb koonus tasapinnaks).

Vektor L kiitub pretsesseerimisel nagu kiirusvektor iihtlasel
ringliikumisel. Viimasel juhul on kiiruse elementaarjuurdekasv
dv kogu aeg risti vektoriga v ning vordne wdt, kus |w| on kons-
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tantne. Giiroskoobi puhul on dL risti vek-
toriga L ning vordne Mdf, kus |M]| on
konstantne.

Koonuse ja giiroskoobi telgi ldbiva
tasapinna poorlemise kiirust nimetatakse
pretsessiooni nurkkiiruseks.
Pretsessiooni nurkkiirus

,__do
T
kus dp on nurk, mille vorra pdérdub

nimetatud tasapind aja dt viltel. Seda
nurka voib kujutada kui |dL| ja Lsina

Joon. 124

punkt iihtib $arniiriga O):
o ldL

= Lsina

(44.3)
Arvestades seoseid (44.2) ja (44.1), saame

|dL]| =Mdt=mgl sin a dt.
Teinud selle asenduse ning votnud arvesse, et L=Iw, saame

mglsinadt  mgl

do— = dt.
_ ¥ lw sina Tw
Pretsessiooni nurkkiirus
de mgl
,'———=——
o' = 77 T (44.4)

Avaldisest (44.4) jdreldub, et pretsessiooni nurkkiirus ei sdltu
giiroskoobi telje kaldest horisondi suhtes.

Et impulsimoment /w on tavaliselt suur, siis pretsessiooni Kkii-
rus o’ on viike. o’ on seda viiksem, mida suurem on w. Giiros-
koobi poorlemise nurkkiiruse o vihenedes pretsessiooni kiirus
w’ kasvab.

Tuleb silmas pidada, et pretsessiooni korral ei iihti giiroskoobi
impulsimoment tema siimmeetriateljega, sest giiroskoobi liiku-
mine on kahe pdorlemise summa; iiks poédrlemine toimub iimber
stimmeetriatelje nurkkiirusega o ning teine iimber vertikaaltelje
pretsessiooni nurkkiirusega o’. Summaarse liikumise nurkkiirus
on o+’ (joon. 124). Kuid seetdttu, et w’<w, vdib ligikaudu
lugeda 0+4-0’~w ning L=Je. Pretsessiooni nurkkiiruse valemi
(44.4) tuletamisel kasutasimegi seda lahendust.
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suhet (vi. joon. 123), kus vektori L algus-

§ 45. JAIGA KEHA DEFORMATSIOONID

Nagu juba deldud, toimub joudude mdjul kehade deformat-
sioon, s.o0. nende mootmete ja kuju muutumine. Kui pdrast defor-
matsiooni esilekutsunud joudude moju lakkamist votab keha esi-
algsed mootmed ja kuju, nimetatakse deformatsiooni elast-
seks. Siinkohal vaatlemegi peamisi elastseid deformatsioone.

Elastsed deformatsioonid tekivad siis, kui deformatsiooni
esilekutsuv joud ei iileta teatud piirvdirtust, mille peab miirama
iga konkreetse keha puhul eraldi. Selle piirvdirtuse iiletamisel
saab keha jddva ehk plastilise deformatsiooni, mis
sdilib pdrast joudude mdju lakkamist.

Koikvoimalikud tahke keha elastse deformatsiooni liigid vaib
taandada kahele pohiliigile: need on tomme (vdi surve) ja nihe.

Pikitomme (voi iihesihiline surve). Kui iihtlase ristldikega
homogeense varda otstele rakendada piki selle telge mdjuvad
joud 1y ja fp (fi=fa=f), mille mGju on iihtlaselt jaotatud varda
ristloike ulatuses, siis varda pikkus ! saab juurdekasvu Al, mis
on positiivie (tombel) voi negatiivne (survel) (joon. 125). See-
juures saab iga suvaliselt valitud vardaeleme?t 6! oma pikkusega
dl)
ol
elementide jaoks sama. Seepidrast on loomulik vdtta varda defor-
matsiooni iseloomustavaks suuruseks tema pikkuse suhteline muu-
tus:

on varda koikide

vordelise juurdekasvu A (d!), nii et suhe

o= (45.1)

Nagu definitsioonist jadreldub, on suhteline pikenemine e

J’: r i
| =3 ! '
Y-l S 3 ' '
2| |]? I '3
4'1——— -~ = | I3
| RS [ |
- | { ! |
I ol
) y 1 v b __
- .

Joon. 125
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nimeta suurus. Tombe korral on ta positiivne, surve puhul aga
negatiivne.

Katse niitab, et antud materjalist valmistatud varraste elast-
sel deformeerimisel on suhteline pikenemine vordeline varda rist-
16ikepindala iihiku kohta tuleva jouga:

f 45.2
s=a-g - | (45.2)

Vordetegurit ¢ nimetatakse elastsusteguri ks. See soltub
ainult varda materjali omadustest. ]

Pindalaiihiku  kohta tulevat jéudu nimetatakse pingeks.
Kehaosade omavahelise vastastikuse mdju tottu kandub pinge
keha koikidesse punktidesse — varras on kogu ruumala ulatuses
pingestatud olekus. Kui joud on suunatud moédda _plqganormggll,
nimetatakse pinget normaalpingeks. Kui joud mojub
pinna puutuja suunas, on tegemist tangen tsiaa lpingega.
Normaalpinget on hakatud téhistama tdhega ¢ ning tangentsiaal-
pinget tdhega «.

Votnud kasutusele normaalpinge

f
o=-c", (45.3)

saame kirjutada vorrandi (45.1) jargmisel kujul:
(45.4)

Seega osutub suhteline pikenemine vordeliseks normaalpingega.
Vorrandist (45.4) jareldub, et elastsustegur a on arvuliselt vordne
iithikulisele pingele vastava suhtelise pikenemisega.

Korvuti elastsusteguriga o kasutatakse materjali elastsus-
omaduste iseloomustamiseks selle pO6érdsuurust E=1/a, mida
nimetatakse Youngi mooduliks. . .

Asendanud elastsusteguri vorrandis (45.4) Youngi mooduli
kaudu, saame

&£=—4ag0.

= 45.5
kust jéreldub, et Youngi moodul on vordne normaalpi.ngega,_mil-
lele vastav suhteline pikenemine on vordne ithega (pikkuse juur-
dekasv Al vordub varda esialgse pikkusega [), kui nii suured
elastsed deformatsioonid oleksid voimalikud (tegelikult katkeb
varras palju vdiksemate pingete juures ning veel enne seda saa-

vutatakse elastsuspiir). ]
Arvestades valemeid (45.1) ja (45.5), saame avaldise (45.3)

teisendada kujule:
ES

=,—T.Al=kAl, (45.6)
kus % on antud varda jaoks konstantne tegur.
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Avaldisest (45.6) nieme, et elastse deformatsiooni korral on
varda pikenemine vordeline sellele mojuva jouga. Valem (45.6)
véljendab Hooke’i seadust antud deformatsiooni puhul. See sea-
dus kehtib seni, kuni pole saavutatud elastsuspiir.

Samaaegselt varda pikkuse muutumisega toimub ka tema rist-
Ioike modtmete d vastav muutumine (joon. 125). Seda on haka-
tud iseloomustama suhtelise paisumise vdi suhtelise kokkutdmbu-
misega:

,__A4d -
*Td

Ilmselt on ¢ ja ¢ alati vastandmairgilised: tombe korral on
Al positiivne ning Ad negatiivne, survel on Al negatiivne ning
Ad positiivne. Katsete pdhjal on selgunud, et ¢ ja ¢ on vorde-
lised suurused:

(45.7)

&=—ue, (45.8)
kus u on positiivne vordetegur, mis sdltub ainult materjali oma-
dustest. Seda tegurit nimetatakse poikdeformatsiooni
ehk Poissoni teguriks.
Nihe. Votame risttahukaku-
julise homogeense keha ning
rakendame selle keha vastas- ([ .0 /
tahkudele nende tahkudega jr
paralleelsed joud f; ja f» (fi= I S
=f,=f) (joon. 126). Kui jou- %Y| / ¢< i
dude mdju on vastava tahu
pindala S ulatuses iihtlaselt |[{y ) /
jaotunud, siis tekib selle tahu-
ga paralleelses suvalises Idikes

f2<—

tangentsiaalpinge

f Joon, 126
(45.9)

’Z="§‘.

Pingete m6jul deformeerub keha nii, et iilemine tahk nihkub
alumise suhtes mingi suuruse a vorra. Kui jagada keha mottes
horisontaalseteks elementaarkihtideks, siis iga kiht osutub naa-
berkihtide suhtes nihkunuks, seepdrast nimetataksegi niisugust
deformatsiooni nihkeks.

Nihkedeformatsiooni korral pédérdub iga algul horisontaalkih-
tidega risti olnud sirge mingi nurga ¢ vorra. Jirelikult on kahe
suvaliselt valitud kihi nihke da ja nende kihtide vahelise kauguse
db suhe iihesugune mistahes kihtide paari puhul. Seda suhet on

" loomulik pidada nihkedeformatsiooni karakteristikuks:

y=%-=tan @. (45.10)
Suurust y nimetatakse suhteliseks nihkeks. Nurga ¢
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viiksuse tottu voib votta tan ¢ &~¢. Jirelikult on suhteline nihe y
vordne nihkenurgaga ¢. Katsed niitavad, et suhteline nihe on
vordeline tangentsiaalpingega:

1

e y=-—=T. (45.11)
e G

f“r” Vordetegur G soltub ainult materjali oma-

T dustest ning teda nimetatakse nihkeelast-

! susmooduliks. See on vordne niisuguse

& _l B tangentsiaalpingega, mille puhul nihkenurk oleks

¢ k- %q4%  45° (tane=1), kui nii suurte deformatsioonide

T tekitamisel ei iiletataks elastsuspiiri.

Peale juba vaadeldud pdhideformatsioonide
kédsitleme veel {immarguse varda vddnet Kui
kinnitada iimmarguse varda iiks ots- jadigalt, tei-
sele aga rakendada mooda varda telge suuna-
tud podordemoment M (joon. 127), siis saab var-
ras niisuguse deformatsiooni, et tema alumise
otsa pind poodrdub iilemise suhtes mingi nurga ¢
vorra.

Arusaadavalt kujutab
endast nihet. Tdepoolest, kui jagada varras mottes teljega risti
olevateks elementaarkihtideks, siis vddndel nihkub iga niisugune
kiht naaberkihtide suhtes. Tosi kiill, see nihe pole iihtlane: kihi
osa AS on analoogilise osa suhtes nihkunud seda rohkem, mida
kaugemal on ta varda teljest.

Teinud vastavad arvutused, on kooskdlas katsetega voimalik
toestada, et varda vddndenurk

Joon. 127

2l
=M 45.12)
¢ nl’4G ’ ( 5 12)
kus ! on varda pikkus, r — tema raadius, G — nihkeelastsus-

moodul, M — po6ordemoment.
Tahistanad M ees seisva konstantse teguri tdhega &, saame
avaldisele (45.12) anda kuju:

o=FkM. (45.13)

Viimane valem viljendab Hooke'i seadust vdandel. Antud mater-
jalist valmistatud i{ihesuguse pikkusega varraste korral soltub
vordetegur k& viga tugevasti varda jimedusest (seoses 1/r).

Flastse deformatsiooni energia. Elastselt deformeeritud keha, '

nditeks témmatud v6i surutud varras, poérdudes tagasi deformee-
rimata olekusse, voib analoogiliselt viljavenitatud voi kokkusuru-
tud vedruga teha t66d, s.t. tal on teatud energiavaru.! Et ener-
gia on tingitud keha elementide vastastikusest asetusest, siis on
see jarelikult potentsiaalne energia. Deformeeritud keha energia-

t Vi, (27.13) ning vastavat teksti,
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varu on ilmselt vordne t66ga, mis vilisjoud on keha deformee-
rimiseks teinud.

Arvutame elastselt tommatud (surutud) varda energia. Tom-
bel peab varrast méjutama jouga, mille suuruse méadrab avaldis
(45.6). Selle jou too ;

al

A= j fdx,

kus tdhega x on tdhistatud varda absoluutne pikenemine, mis
deformeerimisel muutub 0 kuni AL
Pikenemisele x vastav joud on seose (45.6) jérgi

f=kx=£ls— X.
Jarelikult,
Al
2
o[BS g PS8Ry,

Korrutame saadud avaldise lugeja ja nimetaja l-ga, asendame
suhte Al/l suhtelise pikenemisega ¢ ning arvestame, et SI on
varda ruumala V. Siis saame:

Ee
U= V.
-2

Votame vaatluse alla energia ruumtiheduse u, mis on vdrdne

ruumiosas AV sisalduva energia AU ja selle ruumiosa suhtega

AU

u=—A—V—.
Et varras on homogeenne ja deformatsioon iihtlane, s.o.
varda eri punktides ithesugune, siis on ka energia vardas jaotatud
iihtlaselt, iihesuguse tihedusega. Seepédrast voib arvestada, et

U Ee?
u——v-— 9 (4515)
Valem (45.15) annab elastse deformatsiooni energiatiheduse
tombel (v0i survel).
Analoogiliselt saab tuletada elastse deformatsiooni energia-
tiheduse nihkel:

(45.14)

2
u= 027 . (45.16)

t Vorrutades leitud t66 potentsiaalse energiaga, oletasime, et deformeeri-
mata keha energia on null.
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