Teine osa
VONKUMISED JA LAINED

Uheksas peatiikk
VONKLIIKUMINE

§ 61. OLDTEADMISI VONKUMISTEST

Vonkumisteks nimetatakse protsesse, millele on iseloomulik
teatud korduvus. Niisugune korduvus on omare niiteks kella-
pendli liikumisele, pillikeele vGi helihargi vonkumisele, konden-
saatori pinge muutumisele raadiovastuvdtja vonkeringis jms.

Olenevalt korduva protsessi fiiiisikalisest iseloomust voivad
vonkumised olla mehaanilised, elektromagnetilised, elektromehaa-
nilised jne. Kdesolevas peatiikis kisitletakse mehaanilisi vonku-
misi.

Vénkumised on laialdaselt levinud nii looduses kui ka tehni-
kas ja paljudel juhtudel méngivad nad negatiivset osa. Rongi
rataste tGugetel réébaste liitekohtades ‘tekkiv silla voénkumine,
soukruvi podrlemisest tingitud laevakere vonkumine (vibrat-
sioon), lennuki tiibade vibratsioon on nidhtused, mis vdivad viia
katastroofideni. Niisugustel juhtudel on {ilesandeks vonkumisi val-
tida voi tuleb vihemalt selle eest hoolt kanda, et vonkumised ei
saavutaks ohtlikku ulatust.

Samal ajal on vonkumine paljude tehnikaharude alus. Nii
néiteks on vonkeprotsessidele rajatud kogu elektrotehnika. ‘

Olenevalt sellest, millistele m&judele on allutatud vonkuy
. siisteem, liigitatakse vonkumised vabadeks ehk omavonkumisteks,
ise- ehk auto- ja parameetrilisteks vonkumisteks. _

Vabadeks ehk omavonkumisteks nimetatakse vonkumisi, mis
toimuvad siisteemis pérast seda, kui siisteem on saanud t5uke voi
viidud vilja tasakaaluasendist ning jdetud omapead, vabaks iga-
sugustest vdlismojudest. Niisuguse vonkumise niide vdib olla
niidi otsas rippuva kuulikese (pendli) vonkumine. Et selline siis-
teem vonkuma hakkaks, on tarvis kas tougata kuulikest horison-
taalsuunas voi, viinud ta tasakaaluasendist korvale, lasta vabaks.
. Sundvénkumisteks nimetatakse vonkumisi, mille kdigus von-
kuvale siisteemile méjub perioodiliselt muutuv vélisjoud. Néiteks
voib tuua silla vonkumise, mis tekib, kui taktsammu astuvad ini-
mesed ldhevad iile silla. ' :

Autovonkumised, samuti kui sundvonkumised, toimuvad vilis-
joudude majul, kuid viimasel juhul reguleerib vonkuv siisteem ise
vélismdju temale (ajahetked, mil vonkuv siisteem véilismoju vastu
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i enese poolt midratud). Aut()~v6n1§umise
iftgr?lgm?ge, kgs kellapendel saab toukeid kke}(s1
mi voi iileskeeratud vedru energia a_rvgl, hmt
b pendel ainult tasakaaluasendi 1&bimise het-

votab, on selle sii
néiteks voib olla
iilestostetud pom
need touked saa

kedgz;lramee’triliste vonkumiste korral muudab vilismoju perioodi-

liselt siisteemi mingit parameetri'{{. l\iéliteks voib ta muuta niidi
i i tsas ripub vonkuv kuulike. 3 ]
plkliui;tt,serlnrrlllallfl (\)rankum%sed on harmoonilised vopkufmsed, §it(1)1.vﬁ§e
sugused, kus vonkuva suuruse (nféiitcla(lgs. p?lndll—ia?rarlxlct):r)lilissoed vuse

j a4 iinus- voi koosinusfunktsioon. i v
e A s lihtsad iteks, looduses ja tehnikas esineb
kumised on viga tdhtsad, sgst, esiteks, o e eiacks,

i vonkumisi, mis on lihedased -harmoonilistele, ki

si%‘ﬂ;igotréi;rsnuguse ajalise soltuvusega perioodilisi protsesse voib
ﬁuj]utada mitme harmoonilise vonkumise summana.

§ 62. HARMOONILISED VONKUMISED

b vedru otsas rippuvast kuuli-
0)0.5r’ll‘easakaaluasendis on kuulikesele
lustatud elastsusjou kAl poolt:

(62.1)

Vaatleme siisteemi, mis k
kesest massiga m (joon. 162
mdjuv raskusjoud mg tasakaa

a akaaluasendist iseloomustama
1Sg§ rScaim suunatud vertikaalselt ._a-lla
likese tasakaaluasendiga. Kui nihu-
x vorra korvale (x on algebraline
g resultantjou pro-

omandab vadrtuse

Hakkame kuulikese nixh.ku-r{li
koordinaadiga x, ku|sluu_res te
ning selle nullpunkt tibtib kuu
tada kuulike .’Lavsalka-alua‘s‘end.l‘s't VOrITa al
suurus), siis vedru pikeneb Alp-f-x vorra ni
jektsioon teljel x (tdhistame selle tdahega f)

f=mg — k(Alo+x).

Arvestades tasakaalutingimust
(62.1), saame

7

f——kx. (62.2)

iinusmark valemis (62.2) tahendab
sedze:/,met hilve ja joud on vastassuuna-
lised: kui kuulike on nihutatud tasa-
kaaluasendist allapoole - (x=>0), on
joud suunatud iilespoole (f<<0), kuuli-
kese nihkumisel iilespoole (x<<0) on
joud suunatud allapoole (f>0). Seega
on joud § 1) vordeline kuulikese hal-
bega tasakaaluasendist, 2) suunatud
alati tasakaal&lasentdi poole.'~ud (622)

irjeldatud naites on joud .
olerlrius]elt elastsusjoud. Voib juhtuda, Joon. 162
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:;tlsgﬁgf muu pdritoluga joud muutub samasuguse seaduspira-

sus f\I gi: on vordne —kx, kus k on positiivne konstantne suu-

oluét) "r?iurr%;;?adks{aougumd’ o}erllemata nende iseloomust (pirit-
), etat kvaasielastsusjoudud

| Sustggmlnnlhute}mlsel tasakaaluasendis’cJ X v(')rl:a ?ulfsl; k i

elastsusjou iiletamiseks teha t56d = aask

x x
A= [ (—pyde= [ hrax=F2.
0 o 2

See 166 saab siisteemi i
) potentsiaalseks energi 5 el
ﬁglaaat;' gasakaa.l}lasendlst véljaviidud siisteemer%]leilﬁ:s J;rf:‘hkug
ielastsusjoud, potentsiaalset energiatt Ojuva

Ep=rp— (62.3)

(po}glau‘.ls&?sahz&%r;e}'.gﬁ?_bta;akaaluasendis on véetud nulliks)
gia zi_'\{'aldisega.(27?ll 3)1. eformeeritud vedru potentsiaalse ener-
Poérdume uuesti “joonisel
Anname kuulikesele hilbe x=
vabaks. Jou f=-—Fkx mojul
asendi poole kasvava kiirus
energia kahaneb (joon. 163)
gia Ex=mi?2 (vedru massi
tasakaaluasendisse, jétkab ku
kumine on aeglustuv ning la
likult muundunud potentsiaal

162 kujutatud siisteemi juur
a ning parast seda laseme sii]stee?r?i.
hakkab kuulike liikuma tasakaalu-
ega v=4g. Siisteemi potentsiaalne
kuid kasvab tema kineetiline ener-
]e'ltam(;_ arvesse votmata). Joudnud
ulike liikkumist inertsi tottu. See lii-
kkab, kui kineetiline energia on tiie-
seks, s. 0. kui kuulikese hilve on —a.

: i
\ / / \Tr7ﬂ,
: 1
f Eg .: -
NV, SV
-a 0 PRy I e CEE TR
Joon. 163 Joon. 164

.. ! Me oleme sunnitud loobuma ki ili
’toggzs}:esi,"hr_nidz kasutasime meha:nikl:;seehhse
ks tahistada vonkumiste perioodi tihe a argi
s | : ] ga T. Tdhega U mirgitaks
}g;l(;g’iili?sl}:(a:n sxsg:etner_gnat. Vottes kdike seda .amvessge?,l téhrﬁggiiakzga?qhefku-
ergiat siimboliga E. ning potentsiaalset siimboliga Ej. pices
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ja potentsiaalse energia nendest
Opetuses  vonkumistest %n saanusd

Seejirel toimub sama protsess kuulikese liikumisel vastassuunas.
Kui hoordumist siisteemis ei ole, jdab siisteemi energia muutu-

matuks ning kuulike liigub vahemikus x=a kuni x=—a kui-
tahes kaua. )
Kirjutame Newtoni teise seaduse vorrandi kuulikese kohta:
mi=——kx
ning teisendame selle kujule
k
i} —— x=0. 62.4
E——x 0 (62.4)
Koefitsient x ees on positiivne, seepérast voime anda talle kuju
w? =—k— , (62.5)
0 m

kus wo on reaalne suurus.
Kasutades tahistust (62.5), saame vorrandi (62.4) kujul
4ol x=0. (62.6)

Seega kirjeldab jou (62.2) mojul toimuvat kuulikese lifkumist
teist jarku lineaarne homogeenne diferentsiaalvérrand.

Teinud asendused, veendume, et vorrandi (62.6) iildlahend on
x=a cos (wot+a),! (62.7)

kus a ja o on suvalised konstandid.

Niisiis mairab hilbe x muutumise ajas koosinusfunktsioon.
Jarelikult on jou f=—kx mojul toimuv liikumine harmooniline
vonkumine. -

Harmoonilise vonkumise graafik, s.o. funktsiooni (62.7) graa-
fik on kujutatud joonisel 164. Horisontaalteljele on kantud aeg
t, vertikaalteljele hilve x. Et koosinus muutub —1 ja 1 vahel,
siis x vaartused jadvad vahemikku —a kuni 4-a.

Siisteemni maksimaalset hilvet tasakaaluasendist nimetatakse
vonkumiste amplituudiks. Amplituud a on positiivne suu-
rus. Tema vaartuse méadrab esialgne hélve vGi touge, millega siis-
teem tasakaaluasendist vilja viiakse.

Koosinuse mirgi all seisvat suurust wol-+a nimetatakse von-
kumise faasiks. Konstant o tdhistab faasi vaartust ajahetkel
t=0 ning kannab nimetust vonkumise algfaas. Ajalugemise
alghetke muutudes muutub ka a. Jirelikult méadrab vonkumise
algfaasi aja alghetke valik. Kuna hilbe x vaartus ei muutu, kui
faasile liifa voi sellest lahutada 2z, siis on alati voimalik saa-
yutada olukord, kus algfaasi moodul on vdiksem kui . Seepirast
vaadeldaksegi niisuguseid juhtusid, kus a asub —=n ja 4w vahel.

1 VV(_)i x=asin (@ot+o'), kus o =o4-7(2.
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Et koosinus on perioodiline funktsioon perioodiga 2=, siis har-
mooniliselt vonkuva siisteemi olekud! korduvad niisuguse aja-
vahemiku T jirel, mille kestel vonkumise faas saab juurdekasvu
27 (joon. 164). Seda ajavahemikku T nimetatakse vénkumise
perioodiks. Perioodi saab mé#irata jargmisest tingimusest:

[wo(t+T) +a] = [wot+a] 27,
2 (62.8)

o

kust

Ajaithikus sooritatud véngete arvu nimetatakse vonkesa-

geduseks ». Ilmselt valitseb sageduse ja perioodi vahel jarg-
mine seos:

1
y=—. - (62.9)

Sageduse iihikuks on vdetud niisuguse vonkumise sagedus,
mille periood on {iks sekund. Seda iihikut nimetatakse hert-

siks (Hz). Sagedust 103 Hz nimetatakse kilohertsiks (kHz),
108 Hz on megaherts (MHz).

Valemist (62.8) jdreldub, et

2
m:-Ti. (62.10)

Seega on wo ajavahemikus 2z sekundit sooritatud vongete arv.
Suurust wo nimetatakse ring- ehk nurksageduseks.
Tavalise sagedusega » seob teda valem

wo=2zy. (62.11)
Diferentseerinud (62.7) aja jargi, saame kiiruse avaldise:

v=d=-—awo sin (wof-+a) =aw, cos ( wot—l—ld—l—i .

(62.12)
Nagu valemist (62.12) ndha, muutub kiirus samuti harmooni-
liselt, kusjuures kiiruse amplituud on awo. Valemite (62.7) ja

(62.12) vordlusest selgub, et kiirus ennetab hilvet faasi poolest
7/2 vorra.

Diferentseerinud (62.12) veel kord aja jirgi, saame kiirenduse
avaldise:

w==#=—aw? cos (wot+}a) =aw? cos (wot-ta+ta).

(62.13)
Avaldisest (62.13) nihtub, et kiirendus ja hilve on vastas-

! Tuletame meelde, et mehaanilise siisteemi olekut iseloomustavad seda
moodustavate kehade koordinaatide ja kiiruste vairtused.
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A il ha ksimaalse
i tahendab, et hetkel, mil halye saavutab ma
;a:)isi’ltisivsseeevﬁzr(‘:use, on kiirendus maksimaalse negatiivse vaar-
] t idi. .. -A -s _
tus?l%?m]ies]efalsﬁgpon korvutatud hilbe, kiiruse ja kiirenduse graa
ke, : ist i d lituudi a ja
kreetset vonkumist iseloomustavad ampli
al flag:sikgnkli.ndlad viartused. Nende spuruste vaart.use_d ar%tu;l
vc')%kumise jaoks saab madrata n6ndan_1_metatu_(.i__ algtingimustest,
s.0. aja alghetkele vastavate hilbe ja kiiruse véartustest xo ja vo.
Toepoolest, votnud avaldistes (62.7)

ja (62.12) t=0, saame kaks vOr- X
randit: ' o "'"""T'
Xo=—4a CO0Ss a, Uo==—0wo S111 a, "
millest leiame, et \
-a ——— - _—— i - -
ve v b
a=]/x§+ ° ., (62.14) -wo I—-———--
w .
° t
Yo '
tan a=— . (62.15) -wo&——-——————
owo w-
P 9 GRS R S P
Vorrandit (62.15) rahuldab kaks
o vaartust, mis asuvad 1¥1__terva111s ¢
—n ja wm. Nendest v_élartustest l L
tuleb valida ni@sugune,_'m%lle plll{hgé Y S 4% I g L2
lécijé):énuse ja siinuse mafgld oleksi oo 165

§ 63. HARMOONILISE VONKUMISE ENERGIA

i 0 i idud, seepdrast peab
elastsusjoud on konservgtnvne joud, ) y
harrlg)ac‘);rilsi;ise v6nl§umise- koguenergia olerr%a. ri&abv ksilrlllelzgtlisl.isgoerrllke‘;-
i sis, nagu juba varem nagime, Lol _ -
Iélilz?plr‘r(x)l}ifl(;lsduminegpo}ten’csiaalseks ja vast1_1p1d1, lqu{uurets nlg&;l;:i_
maalse halbe hetkedel koosneb koguenergia E ainult %o ents
sest energiast, mis saavutab siis maksxmumvaartusg p max:
ka?
E——'—Ep max'='_2_. (63.1)
il sii abi di, koosneb kogu-
tkedel, mil siisteem 1ab1b‘tasak.aa1ua._s.e.3n ,
ene?geia ainult kineetilisest energiast ning niiiid saavutab see oma
maksimumvairtuse Exmax:

2 2 2
MUpax __ M0y (63.2)
2 2

E=FE; max=
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ézz;?rrétnaé‘,g;{fil?s,egt (légrluse_amplituud on ame). Lihtne on veen-
(62.3) yvaldis s '=)k. ja (63.2) on omavahel vordsed, sest
Selgitame niiiid, kuidas
) : le niiiid, muutuvad aj ili G
gl:sallc(xir}eetllme ja potentsiaalne enveargi:.Jalgin}:ea??oomhse sy
st (62.190) etiline energia (vt.

ma? 22
Ek ma“wy

sin® (wof+a). (63;3)

2 2
Potentsiaalne energia avaldub valemiga
Ep=: h? = ha? cos? (wot
B 5 wol+a). (63.4)
Liitnud avaldised (63.3

saame: ) ja (63.4) ning vbtnud arvesse (62.5),

2 2
E=Eh‘+Ep=ki(ehk maz“"’)
2 2 ’
- mis ihtib seostega (63.1) j i
kumise koguenergia(t6ep)oojlist(6j3é.i€i)v' sslflfrguas.ovn harmoonilise von-

Kasutades trigonomeetri i
avaldistele ands %ﬁrgmiszrllcisjtxtuntm valemeid, saab E, ja E,

(63.5)

—_— i 1 »
Ep=F sin? (wot-He) =E [7 — % cos 2 (wot4-a) ], (63.6)

X

+0 ke qy~~

Joon. 166
174

Ep=E cos? (wet+e) =E [-;—4-% cos 2 (wot+a) ] (63.7)

kus E on siisteemi koguenergia. Valemitest (63.6) ja (63.7) on
niha, et Ex ja Ep muutuvad sagedusega 2wq, S.0. nende muutu-
mise sagedus on kaks korda suurem harmoonilise vonkumise
sagedusest. _

Joonisel 166 on korvutatud Ex ja Ep graafikuid.

Siinuse ruudu ja koosinuse ruudu keskmine viirtus on teata-
vasti vordne poolega. Jarelikult langevad Ep ja Ep keskmised
vaartused kokku ning kumbki nendest on Ej2.

§ 64. HARMOONILINE OSTSILLAATOR

Siisteemi, mida kirjeldab vorrand _
i+ w?x=0, (64.1)
0

kus 2 on positiivne konstant (vt. (62.6)), nimetatakse har-

mooniliseks ostsillaatoriks (ehk harmooniliseks vib-
raatoriks). Nagu juba teame, on yorrandi (64.1) lahendi iildkuju

¢=a cos (wot+ia). (64.2)
Jirelikult on harmooniline ostsillaator niisugune siisteem, mis
yongub harmooniliselt teatud tasakaaluasendi fimber. ]
Koik eelnevates paragrahvides harmoonilise vonkumise jaoks
tuletatud seaduspirasused kehtivad arusaadavalt ka harmoonilise
ostsillaatori kohta. Vaatleme taiendavalt veel kahte kiisimust.
Miasrame harmoonilise ostsillaatori impulsi. Diferentseerinud
vorrandit (64.2) aja jargi ning korrutanud tulemuse ostsillaatori

massiga m, saame

p=mi==—mawo sin (wot-+a)- (64.3)

Igas asendis, mida iseloomustab hilve x, on 0_stsi1!aatori1 tga-
tud impulss p. Selleks et maarata p kui x funkisioon, peab voOr-
randitest (64.2) ja (64.3) climineerima aja t. Esitame nimetatud

vorrandid kujul
—Z—:cos (wot+a) s

P —_ sin (wol-te).
maawg :

Tostnud molemad vorrandid ruutu ning liitnud nad, saame:

2 2.
X P
2 V' mlatw?

0

—1. (64.4)
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aga faasitrajektooriks i

] ! . . Val

}?lzsaewos?;lla%tor.lk{aasitrajektoor 21?1’?)151, (21411‘12
0 ‘aasiirajektoori iga punkt mzs i

S. 0. ostsillaatori oleky tegatug ajahé?l?éfakjgu}]

nas. Toepoolest, votame niisu j

, _ guse ajahetke ¢ o=
l(n'ggnﬁalia?é). Sel_!ele ajahetkele vastglb x=ea l;a ;;gd(ﬁlt—ﬂ_%y{m
secji véilggtus d7). Jargnevate_l ajahetkedel x kahaneb pvnép:tril' i
DA punl?t n;’iigelllamli)c:iuh poolest kas.,.\./avad. Jéirélikult lcB;iigluvbg
Reaay p liikumi’se s%una:. on noolega niidatud joonisel 167, s. o.

Méiidrame ellipsi pi d -
pooltelgede ja npkorgllll;isaelgaé:Nagu teada, on see vérdne ellipsi

2 202
S=unamawy=—22_ _M%wo
wg 2

Valemi i
i (63.5) alusel on ma?w? [2 ostsillaatori koguenergia; suu-

Tus 27! W, \Y i
»

antud ostsillaatorj
dada ellipsi pindalla?uhm on konstantne suurus, Nii saame aval-

S=——>E,
Yo
kust
E=nsS. (64.5)
176 _

Seega on harmoonilise ostsillaatori koguenergia vbrdeline
ellipsi pindalaga, vordeteguriks aga on ostsillaatori omasagedus.

Ellipsi pindala saab arvutada kui integraali ql)pa'x. Seega
saame valemile (64.5) anda jdrgmise kuju:

E=y, Cﬁ pdx.

' Vliimane seos méngis tdhtsat osa kvantmehaanika aluste raja-
misel.

Niiiid uurime kiisimust, milline on tdendosus avastada ostsil-
laator selle iihes vdi teises olekus. Ostsillaatori kiirus on maksi-
maalne ajahetkedel, mil ta 14bib tasakaaluasendi. Maksimaalse
hilbe ajal aga muutub tema kiirus nulliks. Siit jireldub, et toe-
ndosus avastada ostsillaator (ihes tema d4rmistest asenditest on
suurem kui tema tasakaaluasendi ldhedal avastamise tGendosus.
Seda selgitab joonis 168, kus on kujutatud kdver, mis méaérab nn.

d
téendosustiheduse d—zf:.i T6endosuse dw ostsillaatori antud pii-

rides dx asumiseks leiame, kui votame kovera ordinaadi vastavas
kohas ning korrutame selle dx-ga. Toendosustiheduse kdvera all
olev kogupindala méérab téendosuse, millega ostsillaatori voib
avastada vahemikus —a kuni 4-a, ning nagu iga kindla siind-
muse toendosus on see vordne iihega.

Mirgime, et kvantmehaanika annab harmoonilise ostsillaatori
eri olekute toendosuse oluliselt erineva vdirtusega.

§ 65. SUSTEEMI VAIKESED VONKED
TASAKAALUASENDI UMBRUSES

Vaatleme suvalist mehaanilist siisteemi, mille asendi saab
mddrata iihe suuruse abil. Tdhistame selle suuruse siimboliga x.
Niisugustel juhtudel Geldakse, et siisteemil on iiks vabadusaste.
Siisteemi asendit méddrav suurus x voib olla nurk, mida loetakse
teatud tasapinnast, kaugus, mida méodetakse mosda teatud kove-
rat (ka sirget) joont jms. Siisteemi potentsiaalne energia on iihe
muutuja x funktsioon: Ep=EFEy(x). Valime x alguspunkti nii, et
siisteemi tasakaaluasendis oleks x vordne nulliga. Siis vastab
muutujale x=0 funktsiooni Ep(x) miinimum. Arendame Ep(x)
ritta x astmete jiargi ning piirdume viikeste vongete uurimisega,
nii-et x korgemad astmed voib jitta arvestamata. Maclaurini

valemi jirgi

t Seda koverat kirjeldab vorrand
dw 1

dx Ty — x%
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1 AT -
Ep () =Ep (0)+E/, (0) x+ E%, (0) 2
(x véiksuse tottu jatame iilejddnud liikmed arvestamata).

Et x=0 juures on Ep(x) miinimum, siis on E; (0) vordne
nulliga, E7 (0) aga positiivne. Tdhistame Ep(0)=b, E7 (0)=k
(>0), siis

Ep(x) =b‘+% k2, (65.1)

Avaldis (65.1) on identne.niisuguse siisteemi potentsiaalse
energia avaldisega (62.3), milles mojub kvaasielastsusjoud (kon-
standi b vGib votta vordseks nulliga).

Kasutades seost (28.5), saame leida siisteemile mojuva jou:

0E,
f=fx=— Ep =-—Fkx.

Seega on siisteemi potentsiaalne energia viikeste hilvete
puhul hélbe ruutfunktsioon, siisteemile mojuv joud aga omab
kvaasxel'astsusjau kuju. Jarelikult on viikeste hilvete korral iga
mehaanilise stisteemi vonkumised lihedased harmoonilistele.

A

§ 66. MATEMAATILINE PENDEL

Matemaatiliseks pendliks nimetatakse idealiseeritud siisteemi,
rqis koosneb kaalutust ja venimatust niidist, mille otsas ripub
ainepunkt, s. 0. keha, mille mass on koondunud iihte punkti. Mate-
maatilise pendli kiillalt heaks lihenduseks on pika peene niidi
otsa riputatud viike raske kuulike.

Pendli kérvalekaldumist tasakaaluasendist ise-
loomustame nurgaga ¢, mille niit moodustab ver-
tikaaliga (joon. 169). Tasakaalust védljaviidud
pendli puhul tekib péordemoment M, mille suu-
rus on mglsin¢ (m on pendli-mass, | — pikkus).
Péordemoment on suunatud nii, et ta piiiab viia
pendlit tagasi tasakaaluolekusse, olles seega ana-
loogiline kvaasielastsusjouga. Seepdrast peab,
analoogiliselt hilbe ja kvaasielastsusjéuga, omis-
tama ka momendile M ja nurkhilbele ¢
vastandmérgid.t Jirelikult on pdsrdemomendi
avaldis

Joon. 169 : M=—mglsin ¢. (66.1)

! Vaadeldes @-d. kui vektorit, mis on seotud podrdesuunaga parema kie
kruvi reegli jdrgi (see on lubatud nurga @ viikeste vairiuste korral), tdhen-
dab M ja ¢ markide vastupidisus vekforite M ja ¢ vastassuunalisust {joon.
169).
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Kirjutame pendli kohta poorlemise diinaamika pdhivorrandi.

Tahistanud nurkkiirenduse siimboliga ¢ ning arvestades, et
pendli inertsimoment on ml2, saame:

mlp=—mgl sin ¢.

Viimase vorrandi saame teisendada kujule
g,;+—§— sin p=0. (66.2)

Piirdume véikeste vongetega. Sel juhul vdib votta sin p=¢.
Tahistanud peale selle veel

-‘f—:«;g, (66.3)

saame jidrgmise vorrandi
¢+ =0, (66.4)

mis on identne vedru otsas rippuva kuulikese vorrandiga (62.6).
Selle lahend on
@=a Cos (wot—l—ra) . (665)

Jéarelikult muutub viikeste vongete korral pendli nurkhélve ajas
harmooniliselt. - o

Nagu jéreldub seosest (66.3), s6ltub matemaatilise pendli von-
kesagedus ainult pendli pikkusest ja raskuskiirendusest, kuid ei
soltu pendli massist. Valemitest (62.8) ja (66.3) saab tuletada
keskkoolikursusest tuntud matemaatilise pendli vonkeperioodi
valemi

=24/ é (66.6)

Lisame veel, et vorrandi (66.2) lahendamine annab vonke-
perioodi jaoks valemi »

" T=2 V%—{l—l— (—;—)zsin2 —g——l— (—-;—-—i——)%im %—[—f. . .},

kus ¢ on vonkeamplituud, s.o. maksimaalne nurk, mille vorra
pendel kaldub korvale tasakaaluasendist.
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§ 67. FUOUSIKALINE PENDEL

Fiiiisikaliseks pendliks nimetatakse jiika
keha, mis saab vonkuda liikumatu punkti fim-
ber, kusjuures see punkt ei iihti tema inertsi-
keskmega. Tasakaaluasendis asub pendli inert-
sikese C pendli kinnituspunkti O all samal
vertikaalil viimasega (joon. 170). Pendli kal-
lutamisel tasakaaluasendist nurga ¢ vérra
tekib poérdemoment, mis piiiab tuua pendli
tasakaaluasendisse tagasi. See moment

M=—mglsin ¢, (67.1)
kus m.on_pendli mass, | — inertsikeskme kau-
Joon. 170 gus kinnituspunktist. Miinusmérgil on sama

tﬁh%n(}llust mis valemis (66.1).

o dhistanud pendli inertsimomendi kinnitus-

pun‘ktl ldbiva telje suhtes tihega /, voime kirjutada e
lp=—mgl sin ¢. (67.2)

Viikeste vongete korral & i ile j
bt ete VC gete korral saab vorrandist (67.2) meile juba

%—I—‘q}%tp=0. (67.3)
w? tahistab niiiid suurust
mgl
% = T (67.4)

Vérranditest (67.3) ja (67.4) jareldub, et viikeste hilvete k
. e ma . . A ? O R
ral sooritab fiilisikaline pendel harmoonilisi vénkumisi, millre
sagedus soltu‘p pen(}!_i massist, tema inertsimomendist pédrlemis-
telje suhtes ning poorlemistelje ja inertsikeskme vahelisest kau-

gusest. Vastavalt seosele (67.4) on fiifisikalise pendli vonke-
periood '

I .
T=2nV ol (67.5)

Korvutades valemeid (66.6) ja (67.5 | ili
sel pendlil, mille pikkus (6:0) ja ) ndeme, et matemaatili-
1%

lt—?l—, (67.6)
on samasugune vonkeperiood nagu antud fiiiisikalisel pendlil.
Suurust &; nimetatakse fiiiisikalise pendli taandatud pikku-
seks. Seega on fitiisikalise pendli taandatud pikkus vdrdne nii-
suguse matemaatilise pendli pikkusega, mille vdnkeperiood on
vordne antud filiisikalise pendli vénkeperioodiga.
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Punkti, mis asub kinnituspunkti inertsikeskmega ithendaval
sirgel ning kinnituspunktist taandatud pikkuse kaugusel, nimeta-
takse fiiisikalise pendli vonketsentriks (vt punkti O
joonisel 170). Steineri lause alusel vdib avaldada inertsimo-

mendi I:
I=Iy+mkp, (67.7)

kus I on pendli inertsimoment telje suhtes, mis 14bib inertsikeset
ning on paralleelne podrlemisteljega. Asendanud seose (67.7)
valemisse (67.6), saame: ;

0

ml

Valemist (67.8) nieme, et taandatud pikkus on alati suurem
kui /, seega asuvad kinnituspunkt ja vonketsenter teine teisel pool
inertsikeset. _

Kinnitame niiiid -pendli tema vonketsentris O’. Niisugusel
juhul on taandatud pikkus vastavalt valemile (67.8)

Iy
N (R 67.9
l=—mtl, (67.9)

kus I’ on pendli esialgse v6nketsentri.ja tema inertsikeskme vahe-
line kaugus. Arvestades, et I’=[;— I, saame avaldise (67.9) kir-
jutada kujul:
I
’ —
lt— m(lt—l) +

iy | ) —mit]

Kandilistes sulgudes seisev avaldis on vordne nulliga. Toepoo-
lest, Jo+ml2 on vordne esialgse poodriemistelje suhtes voetud
inertsimomendiga I; sama suurusega, vastavalt avaldisele (67.6),
on vordne ka mll;. Nii tulime otsusele, et vonketsentris kinnita-
tud pendli taandatud pikkus ning jérelikult ka tema vonkeperiood
jadvad samaks, mis olid alguses. Jérelikult v6ib kinnituspunkti
ja vonketsentri vastastikku dra vahetada, s.t. kui viia kinnitus-
punkt vdnketsenirisse, saab endine kinnituspunkt uueks vonke-
tsentriks.

Sellele pendli omadusele on rajatud raskuskiirenduse mééra-
mine ndndanimetatud pddratava ehk reversioonpendli abil. Rever-
sioonpendliks nimetatakse pendlit, millel on kaks -paralleelset
toetusprismat, teine teises pendli otsas. Neid prismasid saab kor-
damoddda kasutada pendli kinnituspunktidena. Piki pendlit on
voimalik nihutada ning soovitud kohas kinnitada raskeid koor-
musi, mille nihutamisega saavutatakse niisugune olukord, kus
pendel, itkkskdik kummale prismale me selle toetame, vongub sama
perioodiga. Niisugusel juhul on toetusprismade servade vahekau-

lt-—-l:
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gus vordne /. M&6tnud niiiid pendli vdnkeperioodi ning teades
l; vaartust, saab valemist

T=2nVi
- g

méirata raskuskiirenduse g.

§ 68. HARMOONILISTE VONKUMISTE GRAAFILINE KUJUTAMINE.
VEKTORDIAGRAMM

__ Mitme iilesande lahendamine, niiteks samasihiliste vénkumiste
liitmine, osutub palju lihtsamaks ja piltlikumaks, kui kujutada
harmoonilisi vonkumisi graafiliselt, vektoritena tasapinnal. Nii
saadud. skeemi nimetatakse vektordiagrammiks.

_Valime telje ning téhistame selle tdhega x (joon. 171). Tel-
jel voetud punktist O joonestame vektori pikkusega a, mis moo-
dustab teljega nurga g. Kui panna see vektor podriema nurk-
kiirusega ey, siis liigub vektori otspunkti projektsioon teljel x

modda telge punktide —a ja 4~a vahel nin 1 . } v
koordinaat muutub ajas sea{duse g selle projektsiooni

X=a cos (wet-+}ia)
jérgi. '
_Jdrelikult véngub vektori otspunkti projektsioon teljel harmoo-
niliselt. Selle vonkumise amplituud on vordne vektori pikkusega
nurksagedus vektori poorlemise nurkkiirusega ning algfaas,
vordne nurgaga, mille vektor moodustas teljega aja arvestamise
alghetkel.
Oeldust jéreldub, et harmoonilist vonkumist saab kujutada
vektori abil, mille pikkus on vérdne vonkeamplituudiga ning
suund moodustab teljega x vonkumise algfaasiga vordse nurga.

]
\
Q
\
TSN
N V. * |
v

2
= ~
oy

£

G

— X
0 AX, —'FLXQ-H

re——— X ——3]

Joon. 171

Joon. 172
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§ 69. SAMASHIILISTE VONKUMISTE LIITMINE

Esineb juhte, kus keha votab iiheaegselt osa mitmest vonku-
misest, mis- toimuvad kas mo6da sama sirget voi erinevates sih-
tides. Kui niiteks riputada raske kuulike vedru abil vedrudega
varustatud vaguni lakke, siis koosneb kuulikese liikumine Maa
suhtes kahest vonkumisest: need on vaguni vonkumine Maa suh-
tes ning kuulikese vonkumine vaguni suhtes.

Vaatleme kahe ithesuguse sagedusega samasihilise harmooni-
lise vonkumise liitmist. Vonkuva keha hélve x on kahe hélbe x
ja xp summa. Need hidlbed avalduvad jargmisel kujul:

x1=ay cos (wol+a1),

69.1
Xp=az c0S (wol-}az). (69.1)
Kujutame vonkumisi vektoritena a; ja a, (joon. 172). Konst-
rueerime vektorite liitmise reegli jargi resultantvektori a. Ilmselt
on selle vektori projektsioon teljel x vordne liidetavate vektorite
projektsioonide summaga:

x=x1-}%p.

Jirelikult kujutab vektor a resultantvonkumist. See vektor
podrleb sama nurkkiirusega wo mis vektorid a; ja ap, seega on
resultantliikumine harmooniline vonkumine sagedusega wo, ampli-
tuudiga a ning algfaasiga a.

Konstruktsioonist ndahtub, et

?=a% a2 —2a18; c0s [n — (a2 —a1) | =

=a2 402 +2a:a; cos (a2 — 1), (69.2)
ay sin a1-}-ap sin ag (69.3)
a4 COS a1+as €OS gz

tan a=

Nii taandub harmooniliste vonkumiste liitmine vektorite abil
vektorite liitmise operatsioonile. See vGte on eriti kasulik néiteks .
optikas, kus valguse vonkumised mingis punktis on paljude laine-
frondi eri piirkondadest antud punkti saabuvate vonkumiste liitu-
mise tulemus.

Valemid (69.2) ja (69.3) saab tuletada ka puhtanaliiiitiliselt,
kui liita vorrandid (69.1) ning teha ldbi vastavad trigonomeet-
rilised teisendused. Ent meie poolt kasutatud meetod on palju
lihtsam ja piltlikum.

Analiiiisime niiiid amplituudi avaldist (69.2). Kui liidetavate
vonkumiste faasivahe s — a4 on null, on resutantvonkumise amp-
lituud vordne a; ja a, summaga. Kui faasivahe o2—a; on kas
4o vOi —m, s.0. kui vonkumised on vastasfaasis, siis on resul-
tantvonkumise amplituud |a; — as].

Kui vonkumiste x; ja x» sagedused on erinevad, poodrlevad
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vektorid a; ja a, erinevate nurkkiirustega. Sel juhul saame suu-
ruse poolest pulseeriva vektori a, mis pddrleb ebaiihtlaselt. Jére-
likult pole resultantliikumine niisugusel juhul harmooniline von-
kumine, vaid mingi keerulisem vdnkliikumine.

§ 70. TUIKLEMINE

Erilist huvi pakub juht, kus kahe samasihilise liidetava von-
kumise sagedused erinevad vdhe. Nagu kohe nieme, voib resul-
tantliikumist niisugusel juhul kujutada pulseeriva amplituudiga
harmoonilise vonkumisena. Sellist vonkumist nimetatakse tuik -
lemiseks. ’

Téahistame ithe vonkumise sageduse w, teisel w-dw. Eelduse
jargi Aw<w. Olgu molema vonkumise amplituudid iihesugused
ning vordsed a. Kuna vonkumiste sagedused on veidi erinevad,
siis on alati vdimalik valida aja arvestamise alghetk nii, et
molema vonkumise algfaasid oleksid nullid. Praktiliselt tihendab
see, et me peame ootama, kuni hilbed kummaski vonkumises saa-
vutavad maksimaalse positiivse véirtuse, ning sellel hetkel
«kédivitama stopperi». Niisugusel juhul on liidetavate vonkumiste
vorrandid
. X1==a cos wl,
Xo=a cos (w+dw)t.

_Liitnud need avaldised ning kasutanud trigonomeetrilist vale-
mit koosinuste summa kohta, saame

: a4
x=x14-x= (.‘Za cos Tw t) cos wi (70.1)

(teises teguris on jietud arvestamata Aw/2, mis on tihtsusetult
viike, vorreldes w-ga). .

o

Joon. 173
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Funktsiooni (70.1) graafik tingimusel, et —A—w07=10, on kuju-

tatud joonisel 173, a.
Sulgudes olev tegur valemis (70.1) muutub palju aeglasemalt
kui teine tegur. Et Aw<w, siis aja jooksul, mil tegur cos wt
sooritab mitu tdisvonget, sulgudes seisev tegur peaaegu ei
muutu. See annab meile voimaluse vaadelda vonkumist (70.1) kui
harmoonilist vonkumist sagedusega w, mille amplituud muutub
perioodiliselt. Sulgudes sisalduvat avaldist ei saa pidada selle
seaduse viljenduseks, sest ta muutub vahemikus —2a ja +2a,
amplituud aga on definitsiooni kohaselt
positiivne suurus. Amplituudi graafik cos¢p
on kujutatud joonisel 173, b. Ampli-
tuudi analiiiitiline avaldis on ilmselt

>

S
. Aw \
amplituud = l2a cos —-—2——t | (70.2)

=

Funktsioon (70.2) on perioodiline
funktsioon, mille sagedus on kaks
korda suurem mooduli mérgi all seisva
avaldise sagedusest (vt. joon. 174,
kus on korvutatud koosinuse ja tema
mooduli graafikuid), s.o. sagedusest
Aw. Nii on amplituudi pulsatsiooni ¢
sagedus ehk tuiklemise sagedus vord- -
ne liidetavate vonkumiste sageduste Joon. 174
vahega.

Ico

[
-

-
-

Paneme téihelé, et tegur 2a cos%w—t midrab amplituudi ja

mojutab ka vonkumise faasi. Viimane asjaolu avaldub nditeks sel-
les, et amplituudi naabermaksimumidele vastavad hélbed on vas-
tandmérgilised (vt. punkte M; ja M, joonisel 173, a).

§ 71. RISTUVATE VONKUMISTE LIITMINE

Votame vaatluse alla siisteemi, millel on kaks vabadusastet,
s. 0. niisuguse siisteemi, mille asendi m&4ramiseks on tarvis kahte
suurust. Niiteks vdiks olla pika kerge vedru otsa riputatud raske
kuulike, kusjuures vedru teine ots on kinnitatud Sarniiri kiilge
nii, et kuulike koos vedruga saab vdnkuda nagu pendel verti-
kaaltasapinnas. Kuulikese asukoht on médratud nurgaga ¢, mille
moodustab vedru telg vertikaaliga, ning kaugusega ! Sarniiri tel-.
jest kuulikese tsentrini. Kuulike saab votta osa kahest vonkumi-
misest: esiteks vonkumisest, kus muutub nurk ¢, teiseks vonkumi-
sest, kus muutub kaugus /. Esimese vonkumise sageduse mééra-
vad vedru pikkus / ja raskuskiirendus g, teise vonkumise sagedus
on miidratud vedru elastsusteguriga £ ja kuulikese massiga m.
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Joon. 175 Joon. 176

Kui tekitada mélemad vénkumised korraga, siis iildjuhul hak-
kab kuulike liikuma modda keerukat trajektoori (joon. 175), mille
kuju s6ltub mélema vonkumise sageduste ja algfaaside vahe-
korrast:

Teise niitena vaatleme rasket kuulikest, mis ripub pika peene
niidi otsas (matemaatiline pendel).! See kuulike saab sooritada
kahte vonkumist vastastikku ristuvates sihtides, molema vénku-
mise sagedus on seejuures ithesugune (mélemad on madratud
pendli pikkusega ! ning raskuskiirendusega g). Niisugusel juhul
liigub kuulike kGverjoonelist trajektoori moéda, mille kuju s6ltub
vonkumiste faasivahest.

Asume niiiid kahe koordinaattelgede x ja y sihis toimuva iihe-
suguse sagedusega  harmoonilise vonkumise liitmise juurde.

Valime aja arvestamise alghetke nii, et esimese vonkumise alg-

faas oleks null. Siis saame kirjutada vonkumiste vorrandid jarg-
misel kujul:

Xx=a cos wt, } (711)

y=>b cos (wt+a) ,"

kus ¢ on vénkumiste faasivahe.

Vorrandisiisteem (71.1) kujutab endast mélemas vonkumises
osaleva keha trajektoori vérrandit parameetrilisel kujul. Et anda
sellele vorrandile tavaline kuju, peab vérranditest (71.1) elimi-
neerima aja ¢. Esimesest vorrandist jareldub, et

. _x
cos wi= 7 (71.2)

! § 66 oletasime, et niisugune pendel vongub kindlas tasapinnas, seetdttu
saab feda pidada siisteemiks, millel on iiks vabadusaste,
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Jérelikult,

xZ
a2

(71.3)

sinwf= )y 1 —

Niliid teisendame siisteemi (71.1) teist vorrandit summa koo-
sinuse valemi jdrgi ning asendame cos wf ja sin of nende vaar-
tustega (seosed (71.2) ja (71.3)). Tulemuseks saame

b az

Viimane vorrand teiseneb iisna lihtsalt jargmisele kujule:

2
X ) X
—y—=——COSa—-SmuVl— .
a

x2 s ¥ 2xy

a2 ' b2 ab

Nagu analiiiitilisest geomeetriast teada, kirjeldab vorrand

(71.4) ellipsit, mille teljed on suunatud suvaliselt koordinaat-

telgede x ja y suhtes. Ellipsi orientatsioon ja tema pooltelgede

pikkused soltuvad kiillalt keerulisel viisil amplituudidest a ja b
ning faasivahest «.

Uurime trajektoori kuju monel erijuhul. _ _
1. Faasivahe « on null. Sel juhul votab vorrand (71.4) kuju

_’f___y_)zz
( a b 0.
kust jareldub sirge vorrand ;

—x. 71.5
y=— % (71.5)

Vonkuv punkt liigub modda seda sirget ning tema kaugus koor-

dinaattelgede algusest r=7x2+y2 Asendame selles x ja y nende
avaldistega siisteemist (71.1) ning arvestame, et a==0. Saame sea-
duse, mis méédrab r s6ltuvuse ajast:

cos a==sin?a. (71.4)

r=7Ya%}-b% cos wt. (71.6)
Vérrandist (71.6) ndeme, et resultantliikumine on'harmooni-
line vonkumine mooda sirget (71.5) sagedusega « ning ampli-
tundiga Ya2+b2 (joon. 176). . '
2. Faasivahe o on ==. Vorrand (71.4) saab siis kuju
x. i)z_
( a - b ._0’
millest selgub, et resultantliikumine on harmooniline vonkumine
modda sirget
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(D)

Joon. 177 Joon. 178
__ b
==
{joon. 177).
3. Kui a==+n/2, saab vorrand (71.4) kuju
x2 yZ
2 —|—T=l. (71.7)

See on ellipsi vorrand. Ellipsi poolteljed on vordsed vastavate
vonkumiste amplituudidega. Kui amplituudid e ja b on vdrdsed,
koduneb ellips ringjooneks.

Juhud e=-}n/2 ja a=—=n/2 erinevad ellipsil vdi ringjoonel
liikumise suuna poolest. Kui a=H+-n/2, votavad vérrandid (71.1)
jérgmise kuju:

X=a cos wl, }

71.8

y=—>b sin wt. ( )
Ajahetkel =0 on keha punktis I (joon. 178). Jirgnevatel

ajahetkedel koordinaat x kahaneb, koordinaat y aga muutub nega-

tiivseks. Jarelikult toimub- liikumine kellaosuti liikumise suunas.
Kui a==—an/2, vétavad vonkumiste vérrandid kuju:

x=a cos of, }

y=>b sin wt. (71.9)

Siit saab jdreldada, et liikumine toimub vastu kellaosuti liiku-
mise suunda.

Oeldust jéreldub, et iihtlast liikumist nurkkiirusega ¢ mésda
ringjoont raadiusega R voib kujutada kui kahe ristuva vonkumise

x=R cos wf, }

y==R sin of (71.10)

summat (plussmérk vastab liikumisele vastu kellaosuti liikumise
suunda, miinusméark likumisele kellaosuti suunas).
Lopuks mérgime veel, et juhul kui ristuvate vonkumiste sage-
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dused erinevad vdga viikese vaidrtuse Aw vdrra, voib neid vaa-
delda kui vonkumisi, millel on sama sagedus, kuid aeglaselt

muutuv faasivahe. Toepoolest, vonkumiste vorrandid voib kirju-

tada kujul

X==a cos wt,
y=b cos [wt+ (Awtt+a)].

ning avaldist Awf+a voib kisitada kui faasivahet, mis muutub
ajas lineaarselt.

Resultantliikumine toimub sel juhul aeglaselt muutuvat kéve-
rat mooda, mis votab jdrjestikku koikidele faasivahedele —x kuni
+n vastava kuju.

§ 72. LISSAJOUS’ KUJUNDID

Kui ristuvate vonkumiste sagedused pole vordsed, on resul-
tantliikumise trajektoorid suhteliselt keerulised koéverad. Neid
nimetatakse Lissajous’ kujunditeks. Joonisel 179 on kujutatud {iks
lihtsamaid trajektoore, mis vastab sageduste suhtele 1:2, kui
faasivahe on #/2. Vénkumiste vorrandid on sel juhul

X=a cos wl,
y="> cos (th—i—,—;—z-).

Joon. 179 Joon. 180

Aja jooksul, mil vonkuv punkt liigub x-telje sihis iihest #ir-
misest asendist teise, liigub ta y-telje sihis alates nullasendist
iihte ddrmisse asendisse, sealt teise ning siis uuesti nullasendisse.

Kui sageduste suhe on 1:2 ning faasivahe null, kdduneb punkti
trajektoor lahtiseks kdoveraks (joon. 180), mida médda punkt lii-
gub edasi-tagasi.
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Mida ldhemal iihele on sageduste suhet viljendav ratsionaalne
murd, seda keerulisem on Lissajous’ kujund. Joonisel 181 on
néitena esitatud juht, kus sageduste suhe on 3:4 ning
faasivahe =/2.

§ 73. SUMBUVAD VONKUMISED

Harmooniliste vonkumiste vorrandi tuletamisel oletasime, et
vonkuvale punktile mojub ainult kvaasielastsusjoud. Igas reaal-
ses vonkuvas siisteemis esinevad aga ka takistusjdud, mille mojul
siisteemi energia kahaneb. Kui energia kahanemist ei kompen-
seerita vélisjoudude t66 arvel, hakkavad vonkumised sumbuma.

Votame vaatluse alla sumbuvad vabad (ehk oma-) vénkumi-
sed. Kui vonkumised on vabad, siis see tihendab, et siisteem, mis
on vilisjoudude poolt tasakaaluasendist vilja viidud v6i saanud
vilisjoududelt algtéuke, on edaspidi jdetud vabaks ning temas
mojuvad vaid kvaasielastsusjoud ja keskkonnatakistus. Piirdume
véikeste vOngete uurimisega. Siis on nii kiirus kui ka kiirendus
viikesed, viikeste kiiruste puhul aga on takistusjoud vérdeline
kiiruse suurusega:

fr=—rv=-—ri, (73.1)

kus r on konstant, mida nimetatakse takistusteguriks; Miinusmark
on tingitud sellest, et f ja v on vastassuunalised.
Kirjutame vonkuva keha jaoks Newtoni teise seaduse vdrrandi

mi=—kx —ri
ning avaldame selle jargmisel kujul:-
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:'E—I—_2,6a':+‘w§ x=0, (73.2)
kus on kasutatud tidhistusi
r
2/3—-7, (73.3)
wﬁ =%' (73.4)

wo on see sagedus, millega toimuks siisteemi vabavénkumine
keskkonnatakistuse puudumisel, s.o. kui r=0. Seda sagedust
nimetatakse siisteemi vonkumise omasageduseks.
Harmoonilise ostsillaatori puhul jdéb amplituudiga a méiira-
tud vdonkumiste ulatus konstantseks. Keskkonnatakistuse olemas-
olu tingib vonkumiste ulatuse, kahanemise, seepirast otsime vor-
randi (73.2) lahendit jirgmisel kujul:
x=a(t) cos (wt+a), (73.5)
kus a(f) on mingi aja funktsioon.
Diferentseerinud (73.5) aja ¢ jérgi, leiame # ja #:
Z=d cos (wi+{ja) — aw sin (wi-}+a),
#=d cos (wf+t+a) — 2dw sin (wt+tia) —
‘ —aw? cos (wtta).
Pirast nende avaldiste asetamist vdrrandisse (73.2) ning
moningaid teisendusi saame jirgmise seose: _

[6+28d+ (w2 — w?)a] cos (wt+a) —
— 2w[d-+pa] sin (wid-a) =0.
Selleks et saadud vorrand oleks rahuldatud aja ¢ igasuguste

véirtuste puhul, peavad cos (wf+4o) ja sin (wf4a) ees seisvad
koefitsiendid olema vordsed nulliga. Nii saame kaks vorrandit:

d-+pa=0, (73.6)
=2+ (02— w?)a==0. (73.7)
Vorrandi (73.6) v6ib avaldada kui

da da .
Tt-= —ﬂa, kust —-a—= ——ﬂdt

Viimase vorrandi integreerimine annab In a=—g¢--In ay, kus
In @, on integreerimiskonstant. Lopuks, votnud saadud seose anti-
logaritmi, saame funktsiooni a(¢) jirgmisel kujul:

a=ape", \ (73.8)

On lihtne veenduda, et 4=—pa ning d=4#%. Nende viirtuste
asendamine vorrandisse (73.7) annab seose

fra—2p%a+ (0% — w?)a=0,
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mille taandamisel nullist erineva teguriga a saame

wl=w? — B2 (73.9)

Kui cozo > 42, siis on w reaalne suurus ning diferentsiaalvor-

randi (73.2) lahendi voib esitada kujul (73.5). Seega tingimu-
sel, et sumbumine ei ole eriti tugev (S<<wo), k1r]e1dab vonkumisi
funktsioon

x=age~* cos (wt+}a). (73.10)

Selle funktsiooni graafik on kujutatud joonisel 182. Punktiir-
joon kujutab piire, millesse jdab vonkuva punkti hilve x.

Vastavalt funktsiooni (73.10) kujule vdib siisteemi liikumist
pidada sagedusega o toimuvaks harmooniliseks vonkumiseks,
mille amplituud muutub seaduse (73.8) jargi. Ulemine kover
joonisel 182 on funktsiooni a(¢) graafik, kus @, on amplituudi
vidartus aja arvestamise alghetkel. Halbe algvddrtus x, soltub
peale gy ka algfaasist a: xp=aocos a (joon. 182).

Voénkumiste sumbumise kiiruse méédrab suurus g=r/2m, mida
nimetatakse sumbeteguriks. Midrame aja v mille jook-
sul amplituud viheneb e korda. Definitsiooni jirgi e**=e=, kust
pr=1. Jidrelikult on sumbetegur ja aeg, mille kestel amphtuud
vaheneb e korda, péordsuurused.

Vastavalt valemile (73.9) on sumbuvate vonkumiste periood

2 (73.11)

Vo — P |
Kui keskkonnatakistus pole kuigi suur (2<w?), siis on von-

kumiste periood praktiliselt vordne To=2m/ws. Sumbeteguri kas-
vades vonkumiste periood suureneb.

Jérgnevad maksimaalsed hélbed kummalegi poole (nditeks o/,
a”, o’’’ jne. joonisel 182) moodustavad geomeetrilise progres-
sioom Toepoolest, kui a’=aee®, siis a"’'=ae—*+N=qa'e—*T,
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" — goe—ft+H2T)=q”e—*T jne. Uldiselt on perioodi vOrra erineva-
tele ajahetkedele vastavate amplituudide suhe

_al)
a(t+T)

Seda suhet nimetatakse sumbe dekremendiks, tema
logaritmi aga sumbuvuse logaritmiliseks dekre-
mendiks:

a(t)

a(t+T)

Viimast suurust kasutataksegi tavaliselt vonkumiste sumbu-
mise ~ iseloomustamiseks. Viljendanud B vastavalt valemile
(73.12) 1 ja T kaudu, saame amplituudi kahanemise seaduse kir-
jutada jérgmisel ku]ul

i=In —gT. (73.12)

A

-1

a=aee T
Ajavahemikus 7, mille jooksul amplituud viheneb e korda,

[

sooritab siisteem N,=1/T vonget. Tingimusest e T =e~! saame

l-T——lNe—l Jirelikult on sumbuvuse logarltmllme dekrement

poordsuurus vongete arvust, mida siisteem sooritab ajavahemi-
kus, kus amplituud vidheneb e korda.

Vonkuva siisteemi iseloomustamiseks kasutatakse sageli suu-
rust

Q=J—::-=:rcNe, (73.13)

mida nimetatakse vonkuva siisteemi hiivete guriks. Nagu

. selgub definitsioonist, on hiivetegur vordeline vongete arvuga N,

mida siisteem sooritab ajavahemikus 7, kus vonkumiste amplituud
vdheneb e korda.

Miidrame sumbuvaid vdnkumisi teostava siisteemi impulsi.
Diferentseerinud funktsiooni (73.10) aja jérgi ning korrutanud

saadud tulemuse massiga m, saame

p=ma=—mace—*[f cos (wi+a)+w sin (wt+a)].
Selle avaldise vdib esitada jargmisel kujul:
p=poe~*t cos (wt+}a-t+v), (73.14)

kus po==maoJw?+pi=maowo, w aga rahuldab tingimust.

®
tan p=——.

B

Kui poleks tegurit e*, siis, elimineerinud ¢ vorranditest
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Joon. 183 J 184
oon.

t(iZi%sloyg 'jaa (73.14), nagu tegime seda § 71, saaksime koordinaa-

ponentté]guf Zl_egd;l'iﬁl&gaegieazuhtcils' podratud ellipsi vérrandi. Eks-
. . : ) aga ellipsi spiraaliks (j

?Sér?{al c()iqgl sumbuva vénkumise faasi%rajekto%ro?r?g' 353).6"8%

; oordinaattelgede suhtes seda rohkem, mida : poora-

uvustegul- ﬂ' ] suurem on sum-
Valemist (73.11) jireldub, et kui w®— f2=0, on vdnkumiste

periood 16pmata suur, s.o. liikumi
Vastay matemi sur, 8.0, | likumine lakkab.olemast perioodiline.
| analiiiis néditab, et kui w? — 20, on lii-

kumine aperioodiline: t
D tline:” tasakaaluasendist viljavii i
Egﬁffaﬁdsi(mﬂa vonkumisi sooritamata tagaSi-Ja\;]Olé)?l?Sel ok on
luasendi axs voimalikku viisi siisteemi podrdumiseks tasak
siist lee aperioodilisel lijkumisel. See, kumba teed m""ada-
ragae%mku?jg{t?ﬁilul?isfndl-sse tuleb, soltub algtingimustest KO(')Ovea
. umine esineb juhul, kui sii ]
kuma halbega x, iseloomust ] » kui siisteem hakkab lii-
Kiirusega o e méiéira]so attii\éa}ﬁue;senmst tasakaaluasendi poole

[00] > | %0] (84782 — wE).

§ 74. AU'[_‘OVONKUM[SED

Sumbuvate vénkumiste kor
: 1 ral kulutat b i i
g?&slkll{(glrllggiﬁ}ssttuse utletamiseks. Kui %{gnfpl)fr?seseur?(tizenéledzneg%gt
_ emist, muutuvad vénkumised sumbumatutek ¥ i
ﬁﬁfgg;iegoi%uiaheneda véljastpoolt avaldatavate tguZe’ieuseE?\elgl
o peeed oL ed peavad méjuma siisteemile vinkumise taktis.
vastase njelzzduté‘i,é)lli\l/{i(lit n\;;gibn?r}glendada vonkumisi voi isegi surllf-,
: ta) L. Voib.teha nii, et vonkuv sii i
leerib seda vilist mdju, kindlustades kooskdla 5;1?2?211}[613;;[?}2
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siisteemi enese vonkumise vahel. Niisugust siisteemi nimetatakse
autovonkuvaks siisteemiks ning sellise siisteemi sumbu-
matuid vonkumisi autovdnkumisteks.

Vaatleme lihtsaima autovinkuva siisteemi niitena joonisel
185 kujutatud seadet. Elastse painduva joonlaua itkks ots on lii-
kumatult kinnitatud. Kui viia joonlaua vaba ots tasakaaluasen-
dist allapoole ning vabastada, hakkab joonlaud vonkuma sum-
buvalt. Vonkumised voib muuta sumbumatuteks, kui néditeks suu-

‘nata joonlaua vabale otsale veejuga nii, et see puudutaks joon-

landa selle otsa {ilemises darmises asendis. Veejoa 166gid vastu
joonlaua otsa taastavad hoordumisest tingitud vonkumisenergia -

kao.

Pendli telg

Kaigu
hammasratas

Joon. 185 , Joon. 186

Teise autovonkuva siisteemi niitena vaatleme kellamehha-
nismi. Kellapendel on kinnitatud samale teljele kovera kangi —
ankruga (joon. 186). Ankru otstel on kaks vastava kujuga nukki,
mida nimetatakse ankrukivideks. Kiiguhammasratast piiilavad
poorata kellaosuti suunas kas pommi kandev kett voi iileskeera-
tud vedru. Kuid enamiku ajast toetub kdiguhammasratas iihe
hambaga vastu iihe voi teise ankrukivi kiilgpinda ning ankrukivi
libiseb pendli vénkumisel mééda hamba pinda. Ainult nendel het-
kedel, mil pendel on keskasendi ldhedal, ei takista kivid hammas-
ratta liilkumist ning see podrdub, liikates ankrut hambaga, mille
tipp libiseb modda kivi kaldu ldigatud otspinda. Pendli tdisvonke
(perioodi) kestel pdordub kdiguhammasratas kahe hamba vorra,
kusjuures kumbki ankrukivi saab ihe tduke. Nende tdougetega
tiiendataksegi hoordumisest tingitud energiakadu iilestostetud
pommi vdi iileskeeratud vedru energia arvel.
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§ 75. SUNDVONKUMISED

Sundvonkumistsks nimetatakse vonkumisi, mida vonkumisvoi-
meline siisteem sooritab perioodiliselt muutuva vélisjou majul
(nimetame seda edaspidi sundivaks jouks). Muutugu sundiv
joud harmooniliselt: '

f=Fo cos wt. (75.1)

Liikumisvorrandi koostamisel peab peale sundiva j6u arves-
tama ka neid joudusid, mis mojuvad siisteemis selle vaba von-
kumise korral,” s.o. kvaasielastset joudu ja keskkonnatakistust.
Oletanud, et vonked on kiillalt vdikesed, loeme takistusjou endj-
ielt 1v6rde1iseks kiirusega. Nii saame liikumisvorrandi jargmisel

ujul:
mi=—kx — ri4-F, cos wt,

Jaganud selle vorrandi massiga m ning viinud x ja # sisaldavad
liikmed vasakule poole, saame teist jarku lineaarse mittehomo-
geense diferentsiaalvdrrandi: :

#+2pitwl x=Fo cos w, (75.2)

Fo ' r k
kus fo=—r, g=—— on , =V—— i i
fo pm B8 57 © sumbuvustegur, w, o O siisteemi

vonkumise omasagedus.

Diferentsiaalvorrandite teooriast on teada, et mittehomo-
geense vorrandi lahend on vordne vastava homogeense vorrandi
tildlahendi ja mittehomogeense vorrandi erilahendi summaga.
Homogeense vérrandi iildiahendit me juba tunneme (vt. funkt-
1s{iooni (73.10), mis on vdrrandi (73.2) iildlahendiks). See omab
uju ‘

x=aoe=" cos (w’'t+d’), (75.3)

kus o'=Yw:—p% a ja o aga on suvalised konstandid,
Jidb iile leida veel vorrandi (75.2) erilahend, mis ei sisalda
suvalisi konstante. Oletame, et see lahend omab jdrgmist kuju:
x=acos (wf—qp) (75.4)

(antud juhul on mugavam tihistada algfaasi o asemel —q-ga).
Vektordiagrammi abil (vt. § 68 ja 69) on kerge veenduda, et
meije oletus on Gige. Samuti saame mddrata ka a ja ¢ viirtused,
mille puhul funktsicon (75.4) rahuldab vdrrandit (75.2). Dife-
rentseerides (75.4) aja jdrgi, saab vorrandi (75.2) kaks esimest
liiget avaldada jargmisel kujul: ‘

2pi=—2pwa sin (vt —¢) = .
=2fwa cos (wt — q;-l—%) o (75.5)
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Joon. 187

i=-—w?a cos (af —¢p)=
=w?a cos (wf— p-+4x). k(75..6)
0 i dha, on harmooniline vonkumine
fo ccl)\iaftu kgi)r;rear;ilr;ta (sfgzéq:ega o vonkumise summa. Nee% xo__ri_:
vonkumine (75.6), vonkumine (75.5) ning vonku.ml‘ne w5 X
=w?a cos (wf —g@). Kui kujutada viimast vonkumist v'e.ktorma
pikk&sega w?a, mis on suunatud paremale (joon. 187), siis tuleb

i onkumist (75.5) vekiorina pikku.sega 2,(_%wa, mis on
lgpég;’;a}[ﬁg Xglrgtourrinwg x(suht)es vastu kellaosuti liikumist nurga n/i
i i i mille nur

G onkumist (75.6) aga vektorina pikkusega w?a, mi
Xgﬂiﬁ;igznwﬁg On(az. Et vorrand (75.2) saaks rahuldatud, peab
) . . . - . t kuju_
imetatud kolme vektori summa iihtima vonkumist fp cos wt :
}[lei?ae setlitoriga. Niisugune iihtimine on vdimalik vaid amp.htuu.d;
a sellise vairtuse puhul, mille méaérab tingimus (vt. joonis

187, a) . i

, (w2 — w?) 202 452022 =] .,
kust : :
a= fo . (75.7)

- V(@— o) iR

Joonis 187, a vastab juhule w<Cwo. Méddranud a juhule w>wo

jooniselt 187, b, saame sama avaldise. _
Vasﬁ?)gg[s J;)é)?mvc')imaldab misdrata ka sundvonkumise (75.4) faasi-

hilinemise ¢ teda pdhjustava sundiva jou (75.1) suhtes. Jooni-
sest jareldub, et

2w 5.
tan p=—"—o-. (75.8)
> .
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Asendanud vdrrandis (75.4) a'ja ¢ nende avaldistega (75.7) ja
(75.8), saame mittehomogeense vorrandi (75.2) erilahendi:

2
x= fo cos (wt — arctan —2“6“)—2) .
(UO_— w
(75.9)

V(@ — o)t 4fo0r

Summeerides (75.9) ja (75.3), saame sundvénkumisi soori-
tava siisteemi kiitumist kirjeldava vorrandi (75.2) 1ildlahendi.
Selle lahendi liige (75.3) mingib olulist osa ainult protsessi alg-
staadiumil, s.o. vonkumiste stabiliseerumisprotsessis (joon. 188).
Aja jooksul eksponentteguri e~ tdttu liikme (75.3) osatihtsus
vaheneb ja kiillalt pika aja moéddudes vdib seda lugeda téht-
susetuks ning arvestada ainult liiget (75.9). :

Seega kirjeldab funktsioon (75.9) stabiliseerunud sundvén-
kumisi. Need kujutavad endast harmoonilisi vonkumisi, mille
sagedus on vordne sundiva jou sagedusega. Sundvonkumiste
amplituud (75.7) on vordeline sundiva jdu amplituudiga. Antud
vonkuva siisteemi puhul (kindla w, ja 8 korral) soltub amplituud
sundiva jou sagedusest. Sundvonkumised hilinevad faasi poolest
sundiva jou suhtes ning see hilinemine @ soltub samuti sundiva
jou sagedusest (vt. (75.8)).

Sundvonkumiste amplituudi s6ltuvus sundiva jou sagedusest
tingib olukorra, kus sageduse teatud viirtuse juures antud siis-
teemi vonkeamplituud saavutab maksimumi. Vonkuv siisteem osu-
tub niisuguse sagedusega jou suhtes eriti vastuvstlikuks. Seda
néhtust nimetatakse resonantsiks, vastavat sagedust aga
resonantsisageduseks.

Resonantsisageduse wr.s-médramiseks peab leidma funktsiooni
(75.7) maksimumi vdi, mis on sama, nimetajas juure all oleva
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avaldise miinimumi. Diferentseerinud selle avaldise w jargi ning
vorrutanud nulliga, saame wys médrava avaldise:

—4(?— 0?) 0 +8fw=0. (75.10)

Vorrandil (75.10) on kolm lahendit: @=0 ja o=V w?—2p>.
Esimene lahend (w==0) vastab nimetaja maksimumile. Ulejaa-
nud kahest lahendist tuleb negatiivne kdrvale jétta, sest sel ei
ole fiiiisikalist sisu (sagedus ei saa olla negatiivne). Nii saame
resonantsisageduse iiheainsa véirtuse :

Wres =-V(D%) — Qﬂz

Asendanﬁd valemis (75.7) o avaldisega (75.11), saame reso-
nantsiolukorrale vastava amplituudi: ~

(75.11)

S LN (75.12)
28wl — B2

Valemist (75.12) jdreldub, et keskkonnatakistuse puudumisel
kasvaks amplituud I6pmata suureks. Vastavalt valemile (75.11)

ares -

- iihtib resonantsisagedus samades tingimustes (§=0) siisteemi

avongete sagedusega wo. ~
o Svundgvénkurgiste a;gnplituudi soltuvus sundiva jou sag'edus:est
(v6i, mis on sama, vonkumiste sagedusest) on kujutatud joonisel
189. Uksikud koverad graafikul vastavad parameet}'l B eri viar-
tustele. Vastavalt valemitele (75.11) ja (75.12) leiame, et mida
viiksem on g, seda kdrgem on kovera a maksimum. Peale selle
nihkub see maksimum g vihenedes paremale. Viga tugeva sum-
bumise korral (26*°>w?) on resonantsisageduse avaldis imagi-

Joon. 189
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naarmne. See tdhendab, et niisugustes tingimustes resonantsi ei
esine: sageduse kasvades sundvénkumistge amplituud kahalneet:
monotoonselt (vt. alumist koverat joonisel 189). Joonisel 189
esitatud funktsiooni (75.7) parameetri g eri vairtustele vastavate
graafikute kO.gL_l- nimetatakse resonantsikoverateks.
Resonantsikoverate kohta voib teha veel jédrgmise mirkuse.
o léhenedes nullile ldhenevad koik koverad iihele ja samale nul-
list erinevale piirvddrtusele fo/w%, s.0. Folk. See viirtus on

ha~l_ve tasakaaluasendist, mille siisteem saab konstantse jou F,
méjul. o kasvades 10opmata suureks ldhenevad kdik koverad
asiimptootiliselt nullile, sest suure sageduse puhul muudab jsud
nij k11rest1_oma suunda, et siisteem ei suuda tasakaaluasendist
nihkuda. Lopuks mirgime veel, et mida viiksem on g, seda tuge-
vamini s6ltub amplituud resonantsipiirkonnas sagedusest, seda
«teravam» on maksimum. ’

Valemist (75.12) tuleneb, et norga sumbumise tinginfustes
(< wo) on resonantsiolukorrale vastav amplituud

fo
2Bwo
Jagame selle vorrandi konstantse jou Fo=fo/w? mdjul toimunud
hdlbega tasakaaluasendist x,. Saame '

Qres ~°

Ares o 27 7T
— S N .

xo 28 28T 1

(vt. valemit (73.13)). Seega néitab hiivetegur Q, mitu korda on .

resonantsiolukorrale vastav amplituud suurem siisteemi hilbest

7
¥
pi7
2
0 4 e%uo-—" 2

Joon. 190
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tasakaaluasendist niisama suure vilisjou mojul, kui on sundiva
jou amplituud (see kehtib vaid norga sumbumise korral).

Nagu niha jooniselt 187, hilinevad sundvonkumised faasi poo-
lest sundiva jou suhtes ning selle hilinemise ¢ vaartused asuvad
vaheémikus O kuni . Faasivahe ¢ sltuvus sagedusest o sumbe-
teguri B eri vddrtuste puhul on kujutatud graafiliselt joonisel
190. Sagedusele wo vastab g=au/2. Resonantsisagedus on véik-
sem omavonkesagedusest (vt. (75.11)). Jirelikult on ‘resonantsi-
hetkel p<<m/2. Norga sumbumise korral wres~wo NiNg ¢ Vvaar-
tuseks resonantsiolukorras voib lugeda /2.

Resonantsinahtust on vaja arvestada masinate ning mitme-
suguste ehitiste konstrueerimisel. Nende seadmete omavonkesage-
dus ei tohi mingil tingimusel olla ldhedane voimalike vilismojude
sagedusele. Nii nditeks laeva korpuse voi lennuki tiibade omavib-
ratsiooni sagedus peab tugevasti erinema nende vonkumiste
sagedusest, mis voivad tekkida laeva kruvi voi lennuki propelleri
poorlemisel. Vastasel juhul tekivad vibratsioonid, mis vdivad esile
kutsuda katastroofi. Teatakse juhte, kus on purunenud sillad, kui
nendest on iile marssinud sddurite kolonn. Selle pohjuseks on
olnud silla omavongete ja kolonni sammu sageduste ldhedus.
Samas aga osutub resonantsinihtus sageli kasulikuks, eriti akus-
tikas, raadiotehnikas jm.

§ 76. PARAMEETRILINE RESONANTS

Eelnevas paragrahvis uuritud juhul tingis
viljastpoolt rakendatud sundiv joud otseselt siis-
teemi hilbe tasakaaluasendist. Selgub, et on ole-
mas teine vilise mdju vorm, mille abil saab sis-
teemi tugevasti vonkuma panna. Selleks muude-
takse perioodiliselt, vonkumise taktis, siisteemi
mingit parameetrit, mistottu nahtust  ennast
nimetatakse parameetriliseks reso-
nantsiks.

Votame niiteks lihtsaima pendli — niidi otsas
rippuva kuulikese. Kui muuta perioodiliselt pendli
pikkust I, suurendades seda hetkedel, mil pendel on Joon. 191
dirmistes asendites, ning vihendades tasakaalu- ’
asendi libimise ajal (joon. 191), hakkab pendel
viga tugevasti vonkuma. Pendli energia suureneb niisugusel juhul
selle t6% arvel, mis teevad niidile mdjuvad vélisjud. Niidi tomme
pendli vénkudes muutub: ta on véiksem pendli ddrmistes asendi-
tes, kui kiirus on null, ning suurem tasakaaluasendi labimisel, kui
pendli kiirus on maksimaalne. Seepérast osutub vélisjou negatiivne
t66 pendli pikendamisel suuruse poolest viiksemaks kui posi-
tiivne 166, mida tehakse pendli lithendamisel. Lopptulemusena on
perioodi kestel sooritatud vilisjou t60 positiivne.




